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0

Einleitung

Gegenstand des Gebietes ,,Mathematik*:

klassische Grundlagen wie Mengen, Zahlen, Strukturen usw.;
klassische lineare Algebra;
klassische Differential- und Integralrechnung;

Einfiihrung in die gewthnlichen Differentialgleichungen und Anfangsgriinde par-
tieller Differentialgleichungen;

Grundlagen der Numerischen Mathematik.

Zielstellung:

Vermittlung von Methoden und wesentlichen Ergebnissen der Mathematik;

Wechselwirkung: praktisches Modell - mathematische Theorie - numerische, com-
putergestiitzte Losung.

Historie der Mathematik:

antike Bliite der Mathematik: Pythagoras, Euklid, Archimedes;

erst etwa im 15. Jh. entstand durch Probleme der Anwendung wieder das Bediirf-
nis nach Mathematik (Navigation, Kriegswesen, Astronomie, Optik);

wichtige Mathematiker des 16./17. und 18. Jh.: Kepler, Newton, Leibniz, Fermat,
Euler, Lagrange;

19. Jh.: Bolzano, Chauchy, Weierstraf}, Cantor, Dedekind (exakte Begriindung
der Mathematik).

Anwendungsbeispiele (auf die wir spéter in der Vorlesung zuriickkommen):

a)

Populationsdynamik:

Es bezeichne p(t) die Population einer gegebenen biologischen Art zum Zeitpunkt
t.

Gesetz (Malthus, Anfang 19. Jh.): Die Populationsgeschwindigkeit ist proportio-
nal zur Population!

In mathematischen Termini:

p _

i p(t) = a p(t) (a = Konstante)

Fiir die biologische Art ,,Mensch“: a = 0.02.

Das Gesetz ist demnach eine Differentialgleichung fiir die Funktion p(¢). Diese
kann explizit gelost werden:

p(t) _ p(to)eo.02(t40)7 p(1961) —3.06- 10°.
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Mit dieser Formel konnte die Populationsentwicklung der Menschheit in der Peri-
ode 1700-1961 {iberraschend genau widergespiegelt werden. Die Formel bedeutet
die Verdopplung der Menscheit alle 34.6 Jahre. Sie ergibt aber in der Zukunft
unrealistische Zahlen, z. B.:
2510:  2.84 m? fiir jeden Menschen, wobei auch die gesamte
Wasseroberfliche der Erde genutzt wird,
2670:  3.6-10' Menschen (jeder Mensch trigt einen weiteren auf der
Schulter).

Ursache dieser unrealistischen Ergebnisse ist, dafl menschliche Konflikte unberiick-
sichtigt sind.

Einfithrung eines Konkurrenz-Terms, der die begrenzten Ressourcen und die
Grenzen des Lebensraumes ausdriickt:

p(t) = ap(t) — bp(t)?> (b= Konstante), Mensch: a = 0.029, b= 2.941-10""

Man kann zeigen: p(2000) = 5.74 - 10%p(t) — % =9.86 - 10°

p(®

Wie wir wissen, ist der Wert p(2000) nicht mehr korrekt. Also miissen a und b
neu angepaflt werden.

b) ,, Tacoma Bridge“-Katastrophe:
- Eroffnung der Briicke am 1. 7. 1940 (Tacoma, Washington)

- von Beginn an (kleine) vertikale Schwingungen

- am 7. 11. 40, 7-10 Uhr, wellenférmige Bewegung, danach wilde Oszillation:
10.30 Uhr beginnt die Briicke zu krachen und 11.10 Uhr stiirzt sie zusammen.

- Ursache: Aerodynamisches Phdnomen

- Luftstrom - Hindernis - Wirbel hinter dem Hindernis mit einer gewissen
Periode, die von der Struktur des Hindernisses und der Geschwindigkeit
des Luftstromes abhéangt;

- periodische Kraft senkrecht zum Luftstrom von der Grofie Fj cos wt
(w— Frequenz);



- Resonanz-Effekt mit der Frequenz der Struktur, d. h., Schwingung mit
wachsender Amplitude!

- mathematischer Hintergrund: Lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit
periodischer rechter Seite.

Literatur: (weitere Literatur in den Kapiteln)

H. Heuser: Lehrbuch der Analysis, Teil 1 und 2,
Teubner, Stuttgart 1990 (7. Auflage).
M. Braun: Differentialgleichungen und ihre Anwen-

dungen, Springer, Berlin 1994 (3. Auflage).

G. Hammerlin, K.-H. Hoffmann: Numerische Mathematik, Springer,
Berlin 1994 (4. Auflage).

1 Grundlagen der Mathematik

1.1 Mathematische Aussagen und Beweise

Eine mathematische Aussage A ist eine Aussage, die entweder wahr (w) oder falsch (f)
ist. Schreibweise: A = w oder A = f
Zu jeder Aussage A verstehen wir unter ihrer Negation —A (,nicht A*) die Aussage

. w, falls A= f
T f falls A= w

Beispiele:

a) Sei a eine relle Zahl.
A sei die Aussage, dafl a grofer als 0 ist. Oder formalisiert: A : a > 0.
Dann gilt =4 : a <0.

b) A: fiir alle rellen Zahlen a gilt a® > 0.
Offenbar gilt A = w.
—A : es existiert eine relle Zahl a mit a? < 0.

c) A : es existieren natiirliche Zahlen a, b, ¢, so daf a® + b* = ¢

Es gilt: A = w.

d) A : Fiir keine natiirliche Zahl n > 2 existieren natiirliche Zahlen a, b, ¢, so da8
a" 40" = ". Es gilt: A = w (Fermat’s Theorem, Beweis A. Wiles 1995)



Verkniipfungen von Aussagen

Name Symbol | Schreibweise Sprechweise Bedeutung

Konjunktion A ANB Aund B sowohl A als auch B

Disjunktion \% AV B A oder B nicht ausschliefendes
oder

Implikation = A= B wenn A, so B | aus A folgt B

Aquivalenz — A<= B | A édquivalent B | A ist genau dann wahr
(falsch), wenn B es ist.

Diese Verkniipfungen sind durch die folgenden Wertetabellen definiert:

A|B|-A|-B|AAB|AVB|A=B|A&B
w | w f f w w w w
w | f f W f w f f
flw| w f f w w f
f1f] w w f f w w

Entscheidend fiir mathematische Beweismethoden sind die Negation, die Implikation
und die Aquivalenz. Besonders die Implikation ist wichtig, da sie die Grundlage fiir
direkte und indirekte Beweise ist:

- eine wahre Aussage impliziert immer eine wahre Aussage;
- eine falsche Aussage kann nur aus einer falschen Aussage gefolgert werden.

Fiir die Verkniipfungen von Aussagen gelten folgende Eigenschaften:

Eigenschaften:
l.[Ae Bl (A= B)AN(B=A)]

Beweis mit Hilfe einer Wertetabelle fir C' = [A < B|,D = [A = B],
E=[B=Alund DAE:

A|B|C|D|E|DANFE

wlw|w|w|w w

w|f | f]f|w f Also gilt C =D < E.
fiw|f|w]|f f

flf|lw|lw|w A4

2. 2(AAB) & (mAV -B)

A|B|-A|-B|AANB|—-(AAB) | -AV-B
w|w| f f W f f
w | f f W f W W
Il wl| w f f w w
I f] w w f w A4




. ~(AV B) & (mAAN-B), (A< B) < (-A < -B) (Ubung)
. (A= B) < (BV-A) & (-B=-4)

Al B|-A|A= B | BV-A|-B|-B=-4
w|w| f w w f w
w | I f f f W f
flw| w W w f W
f 1 f] w w w W W

. Kommutativitétsgesetze: (Ubung)

(ANB) < (BNA),(AVB)< (BVA),(A& B)< (Be A)

Frage: (A= B) & (B = A)?
Antwort: Nein (A =w, B = f)

. Distributivgesetze:
[AN(BVC)| < [(AANB)V(AANC)
[AV (BAC)] & [(AV B)A(AvV O)] (Ubung)

A|B|C|D=(BVC)|E=(AANB) | F=(ANC) | AND VvV F
w|w|w w w w w w
w|wl|f W W f W W
w| f|w w f W W W
flw|w w f f f f
w| |1 f f f f f
flw]|f w f f f f
f|f|w w f f f f
f|f]|f f f f f f

Mathematische Satze und Beweise

Die Mathematik besteht wesentlich in der Formulierung und im Beweisen von
Sétzen. Zur Formulierung von Sdtzen (math. Aussagen) bendtigt man Begriffe,
die definiert werden miissen. Gewisse Grundbegriffe mufl man dabei als Grund-

lage akzeptieren.

Um Séatze zu beweisen, ben6tigt man immer bereits bewiesene Aussagen, aus de-
nen die Behauptung des Satzes hergeleitet wird. Dabei mufl man gewisse grund-
legende Aussagen, die Axiome einer Theorie, als giiltig annehmen.

Aufbau einer mathematischen Theorie:

Grundbegriffe

Axiome

Definition

Y

Beweise

Y

Begriffe

Satze




Mathematische Sétze bestehen stets aus einer Voraussetzung V' und einer Be-

hauptung B.

Der Satz sagt dann V' = B oder V < B.
Im Fall V = B sagt man, V' ist hinreichend fiir B bzw.

B ist notwendig fiir V.

Im Fall V' < B sagt man folglich, dafl V notwendig und

Beispiele:

Satz:

¢

., Beweis“:

Frage:

Antwort:

Direkter Beweis:
Indirekter Beweis:

Beispiel:

hinreichend fiir B ist.

V' :a,brelle Zahlen, a = b

B :a® = b?

Es gilt: V = B aber B %A V.

V :ia,breell, ab > 0

B:3(a+0b)> Vab (Ungleichung zwischen

arithmetischem und geometrischem Mittel)

Nach Quadrieren der Ungleichung in B erhalten wir
= 1(a® +2ab+ b?*) > ab = (a — b)® = a* — 2ab + b* > 0,
und die letztere Aussage ist richtig.

Ist der Beweis richtig und ist die Aussage richtig?

Der Beweis ist falsch, da man auch aus einer falschen
Aussage eine richtige herleiten kann.

Der Beweis kann korrigiert werden, wenn ,,=“ durch
,< ersetzt werden kann. Dazu benétigt man allerdings
die starkere Voraussetzung V* : a,b reell, a > 0,b > 0.

Aus V = w folgert man V = B.
Aus V = w folgert man =B = =V = f.

Im korrigierten obigen Satz gilt =B : %(a +b) < Vab.
Daraus leitet man (a — b)? < 0 her!

Fiir die rationelle Formulierung mathematischer Sachverhalte sind die folgenden ,,Ope-

ratoren” nitzlich:
vV fiir alle“

3: es existiert (mindestens) ein“.
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31 es existiert genau ein*.

A: es existiert kein®.

Die Negation von V(3) ist 3(V) usw. !



1.2 Mengen

Der Mengenbegriff ist ein Grundbegriff; er wird also nicht definiert, sondern zur gegen-
seitigen Verstdndigung erklért.

Unter einer Menge M versteht man die Zusammenfassung wohlunterscheidbarer Ob-
jekte zu einem Ganzen. Diese Objekte heiflen Elemente der Menge M.

Beschreibungsmaglichkeiten einer Menge M:
M = {z : x besitzt die Eigenschaft £},
M =A{xy,x9, 23,24}, M =A{z1,...,2,}, M ={z1,29,...}.

Beispiele:
IN ={1,2,3,...} - Menge der natiirlichen Zahlen (vgl. Kap. 1.5),
Z={x:x=0VxeINV—xecIN}-Menge der ganzen Zahlen,
Q={z:3p€Z, q€Z, q#0,s0daB z = g} - Menge der rationalen Zahlen.
R - Menge der reellen Zahlen.

Bezeichnungen und Definitionen
Es seien M und N Mengen.

a) ,xr € M*“ bedeutet ,x ist ein Element von M (,,x gehort zu M*),
~T & M*“ bedeutet ,z ist kein Element von M*“ (,,x gehort nicht zu M*),

b) @ bezeichnet die leere Menge, d. h. die Menge, die keine Elemente enthélt.

¢) [M=N]& [z €M) (zeN)
(Zwei Mengen sind gleich genau dann, wenn sie die gleichen Elemente enthalten.)
[M C N]< [(x € M)= (x € N)] (Inklusion)
(Eine Menge M ist in einer Menge N enthalten genau dann, wenn alle Elemente
von M auch Elemente von N sind.)
M C N] & [(M C N) A (M # N)
(Eine Menge M ist in einer Menge N echt enthalten genau dann, wenn M in
N enthalten ist und (mindestens) ein Element von N existiert, das nicht zu M
gehort.)

d) MUN ={z:(x € M)V (z e N)} (Vereinigung)
(Die Vereinigung M U N besteht aus allen Elementen, die zu M oder zu N (oder
zu beiden) gehéren.)

e) MNN ={z:€ M)A (z € N)} (Durchschnitt)
(Der Durchschnitt M NN besteht aus allen Elementen, die sowohl zu M als auch
zu N gehoren.)



f) M\N ={z:(z € M)A (x ¢ N)} (Differenz)
(Die Differenz M\ N besteht aus allen Elementen, die zwar zu M aber nicht zu
N gehoren.)

g) Cp(N) = M\N (Komplement von N C M bzgl. M)

Eigenschaften:
Es seien M, N und P Mengen.

1) M C M,[(MCN)A(NCP)]=[MCP]|,
(M € N)A (N C M)] = [M=NJ;

2) MANCMCMUN,M\N C M;
3) 0 C M, M\M = 0;

4) MUN=NUM, MnNN=NNM (Kommutativgesetze)
(MUN)UP=MU(NUP), (MNN)NP=Mn(NnNP) (Assoziativgesetze)
MA(NUP)=(MAN)UMAP), (MUNAP)=(MUN)N(MUP)
(Distributivgesetze)

5) M AN = M\(M\N);

6) Es seien N C M und P C M. Dann gilt:
(i) Cu(NUP)=Cy(N)NCy(P)

M ’sche Regel
(11) CM(N N P) = CM(N) U CM(P) ( Organ scne ege n)

Beweis:

1)-3) ist klar und bei 4) beweisen wir nur das erste Distributivgesetz. Hier und spéter
zeigen wir jeweils zwei Inklusionen und verwenden dann die Gleichheitscharakterisie-
rung aus 1):

Seize MN(NUP) ~ ze€Mundzx e NUP
~ x€e€MNONoderze MNP
~ ze(MNN)U(MNP)

Seiz e  MNN)UMNP) ~ &€ Mundz € N oder x € P
~ xeMN(NUP)
Insgesamt: MN(NUP) C (MNN)UMnNP)CMnN(NUP)
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5) e MNN ~ zeMundz €N~z ¢ M\N ~»x € M\(M\N)
w MAN C M\(M\N)
r€ M\(\N) ~ z€Mund z ¢ (M\N)~ 2z € Mund z € N
w2 €MAN~ M\(M\N)C MAN

6) (ii)) (Ubung)
(1) zeCy(NUP)=M\(NUP)~z e Mundz ¢ NUP
~x ¢ Nund z ¢ P~ 2 € Cy(N) und x € Cp(P)

re€Cy(N)NCy(P)~zxz € Mund x ¢ N und x ¢ P
~x € M\(NUP)=Cy(NUP).

O
Bemerkung:
Es besteht eine enge Verwandtschaft von Mengenoperationen (U, N) und Aussagenver-
kniipfungen (V, A).

Definition:

(i) Essei I # () eine Menge. Die Zuordnung, die jedem ¢ € I ein Objekt x; zuordnet,
heiflt Familie. Fiir eine solche Familie verwendet man die Schreibweise (z;);c; und
nennt / den Indexbereich oder die Indexmenge dieser Familie.

(i) Zwei Familien (z;);e; und (y;);es heiflen gleich, falls I = J und z; = y;, Vi € I.

(iii) Eine Familie (X;);es heifit Mengenfamilie, falls fiir jedes i € I das Objekt X; eine
Menge ist.

(iv) Die Familien der Gestalt (z;);ev (Indexbereich I = IN) heiflen Folgen. Schreib-
weise: (2;)ienv = (x1,29,...). Eine Folge (x;);ey mit z; € R (Z, Q, C) fur alle
i € IN heifit Folge von rellen (ganzen, rationalen, komplexen) Zahlen.

Bezeichnungen:

Es sei M ein (endliches oder unendliches) System von Mengen (bei einem System sind
evtl. nicht alle Elemente unterscheidbar; wir behandeln es im folgenden trotzdem wie
eine Menge).

U M={z:3M € M mit z € M}
MeM
N M={zx:VM e Mgiltzec M}

MeM

In spezielleren Fillen verwenden wir auch folgende Schreibweise:

U M, fir | M falls M ={M,,..., M,},
i=1 MeM

i€IN 1=1 MeM
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Beispiel:
€N €N
Ubung: (erweiterte Morgan’sche Regel)
Es gelte N C M fiir alle N € N (N Mengensystem ). Dann gilt:

CM<U N) = [ Cu(N), 0M<ﬂ N) = |J cu()

NeN NeN NeN Ne~N
Definition:
FEine Menge mit 2,3, ...,n (n € IN) Elementen, bei der ein erstes, ein zweites usw. ein
n-tes Element festgelegt ist, heifst (geordnetes) Paar, Tripel, - - -, n-Tupel.

Mégliche Bezeichnungen: (z,y) (Paar),, (z1,...,2,) (n-Tupel).

Fiir beliebige Mengen M und N heifit die Menge M x N = {(z,y):x € M Ny € N},
d. h. aller Paare von Elementen aus M und N, Produkt von M und N.

Allgemeiner definiert man das Produkt von n Mengen My, ..., M, als die Menge aller
n-Tupel (xq,...,2,) mit x; € My,i=1,...,n, d. h.

x?lei:MlxM2><...x]\/[n:{(xl,...,xn):xiEMi,izl,...,n}.

Beispiele:

INxIN={(m,n):meNne N} = { ),
(

(1,1),(1,2), ( 1),(173)»(3,1),
2,2),(2,3), (3

/'\
\_/
—~
w

w
S~—
-

Mx0=0, Nx{1}={(n,1):ne N}

1.3 Abbildungen

Wir fiithren nun den fiir viele Gebiete der Mathematik zentralen Begriff der Abbildung
von einer Menge X in eine Menge Y ein. Anschaulich ordnet eine Abbildung gewissen
Elementen von X gewisse Elemente von Y zu, d. h. , eine Abbildung bestimmt Paare
von einander zugehorigen Elementen.

Definition 1.1 FEs seien X und Y Mengen.

Eine Menge ' C X x'Y heifit Abbildung aus X in'Y .

Fiir jedes x € X heifit die Menge F(x) :={y €Y : (z,y) € F'} Wert von F in x.
DF) ={x € X : Flz) # 0} = {z € X : Jy € Y mit (zv,y) € F} heifit
Definitionsbereich der Abbildung F .

R(F):= F(z) ={y e Y :3x € X mit (v,y) € F} heifst Wertebereich der Abbil-

reX

dung F.
Ist (xz,y) € F, so heifst x Urbild von y bzgl. F' und y heifit Bild von x bzgl. F.
F C X XY heifst Abbildung aus/von X, falls D(F) C X/D(F) = X,
in/auf Y, falls R(F) CY/R(F) =
F C X XY heift eindeutige Abbildung, falls fiir jedes x € X die Menge F(x) hichstens
ein Element besitzt. Sonst heifit sie mehrdeutig oder mengenwertig.
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Bemerkung 1.2 Flir eindeutige Abbildungen F C X XY existiert also zu jedem x €
D(F) genau einy € Y mit (z,y) € F.
In diesem Fall verwenden wir haufig folgende Schreibweisen:

F:D(F)—Y und

F(x) =y oder Fx =y fir (z,y) € F
(Wir identifizieren also die einelementige Menge F(x) mit dem Element. Im Rahmen
dieser Vorlesung werden fast ausschliefilich eindeutige Abbildungen betrachtet.)

Bei eindeutigen Abbildungen sprechen wir im folgenden auch oft kurz von Abbildun-
gen, Funktionen oder (seltener) Operatoren.
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Beispiel 1.3

a) Seir € Q. = QNR,. F={(z,2") e RxR:z >0} oder F(x) =2",Yx > 0,
heifst Potenzfunktion.(Beispiele fir r =n,n € IN, und r = %)

b) F:IN— IN, F(n):=n!=1-2-3---n=[],Vn € IN (Fakultitsfunktion).
i=1

c) Isty €Y fiziert, so heifit ' = X x {y} die konstante Abbildung von X in'Y mit
Wert y.

d) Ist X =Y, soist F = {(x,z) : x € X} die identische Abbildung von X in X.
Bezeichnung: F' = Ix

e) Es seien X undY beliebige Mengen. Dann heiffen die Abbildungen
pri: X XY — X, pri(x,y) =z,
pra: X XY — Y, pra(z,y) =y,
die erste bzw. zweite Projektion von X X Y.

Definition 1.4 FEs sei F' eine Abbildung aus X in'Y .
Fir AC X heifit F(A) :={y €Y : 3z € A mit (z,y) € F} das Bild von A bzgl. F.

F1:={(y,z) €Y x X : (z,y) € F} heifit zu F inverse Abbildunyg.

Die Abbildung F heifst  surjektiv, falls R(F) =Y
injektiv, falls F und F~1 eindeutig sind;
bijektiv, falls F' injektiv und surjektiv ist.
Die Abbildung F|x = {(z,y) € F : x € A} heifit Einschrinkung von F' auf A C X.
Eine Abbildung ' C X x Y heift Fortsetzung von F, falls D(F) C D(F) und
F(z) = F(z),Yz € D(F).

Beispiel 1.5
a) Fiir jede nichtleere Menge X ist Ix bijektiv mit 1" = Ix.

b) Die Projektionen pry und pry sind eindeutig und surjektiv. Es gilt z.B. pri* =
{(z,(z,y)) : y € Y} oder pri*(x) = {a} x Y, Vo € X. D.h. pri* ist nicht
eindeutig.

c) Firr € Q, ist die Potenzfunktion F: {z € R:x >0} — R,
F(z) = 2" injektiv und es gilt F~'(y) = yr,Vy € R(F).

Eigenschaften 1.6 . .
Es sei ' eine Abbildung von X in'Y; es seien A;AC X und B,B CY.

1) A# 0= F(A) #0;
2) AC A= F(A) C F(A);

3) F(AN A) C F(A) N F(A), wobei die Gleichheit gilt, falls F~' eindeutig;
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4) F(AUA) = F(A) U F(A);

5) F(A) = pro(F N (A XY)) und F~Y(B) = pri(F N (X x B));
6) D(F) = R(F~) und D(F~') = R(F);

BN B) C F~Y(B)N F~Y(B), wobei Gleichheit gilt, falls F eindeutig;

(
(BUB)=F(B)UF\(B);

@

-
=

I

9) F(FY(B)) = BN R(F), falls F eindeutig ist;
10) F~Y(F(A)) = A, falls F~' eindeutig ist;

11) Z Cpri(Z) x pro(Z), YZ C X xX Y.
Beweis:
1) und 2) sind klar.

3)yGF(Aﬂfl)wElmEAﬂfl:(:p,y)GF 3

~ € F(A)und o € F(A) ~»z € F(A)N F(A).
Damit ist die Inklusion gezeigt. Es sei nun F~! eindeutig.

Esseiy € F(A)NF(A),d. h.,,y € F(A) und y € F(A).
~w JzeA: (z,y)eF und Iz ecA: (i,y)eF
~o (y,z) € F~' und (y,2) € F!

Da F~! eindeutig ist, ist F~1(y) hochstens einelementig.

Wegen z € F~(y) und z € F~(y) muB x = & gelten.

~r=T€ANA~ye F(ANA).
4) Ubung (analog zum Beginn des Beweises von 3)).

5) Wir beweisen stellvertretend die erste Beziehung.
Esseiy€ F(A)~Jz e A: (x,y) € F
oder dJx € X : (z,y) e FN(AXY)
~y epra(FN(AXY))
Essel y € pro(FN(AXY))
~dre X (r,y) e FN(AXY)
~x € Aund (x,y) € F~ye F(A).

6) Ubung (Anwendung der Definitionen)
7) Ubung (Beweis analog zu 3))

8) Esseiz € F-'(BUB)~ 3ye€ BUB : (y,z) € F!
~y € BoderyeB
~x € FY(B)UF(B)
Da jeder Schlu8 umkehrbar ist, folgt die Aussage.

15



9) Es sei F eindeutig und y € F(F~Y(B)).
~3Jre FY(B) : (z,y)€F
~ Jy € B . (g,z) € F~! baw. (z,9) € F
Aus der Eindeutigkeit von F folgt: y =y
~y € Bund y € R(F)
Esseiy€ BNR(F)~ dr € X : (z,y) € F bzw. (y,z) € F!
~x € F7YB) ~y e F(F(B)).

10) Ubung (dhnlich zu 9))
11) Sei ZC X xY und 2z = (x,y) € Z.

~ pri(z) = x und pra(z) =y
~ € pri(Z) und y € pro(Z) ~ 2 = (z,y) € pri(Z) x pro(2).

0

Definition 1.7 Es seien X,Y und Z Mengen und F C X xY, G CY X Z seien
Abbildungen. Die Abbildung

GoF :={(x,2) e X xZ:3JyeY mit (x,y) € F und (y,2) € G}

aus X in Z heiffit Hintereinanderausfiihrung oder Zusammensetzung der Abbildungen
F und G.

Eigenschaften 1.8 FEs seien X, Y, Z, W Mengen und F C X xY, GCY x Z,
H C Z x W Abbildungen. Dann gilt:

1) Go F(A) = G(F(A)) fir jede Teilmenge A von X ;

2) D(Go F) C D(F) und es gilt Gleichheit, falls R(F) C D(G);
3) Ho(GoF)=(HoG)oF);

/) (GoF)'=F1loG

1) GoF(A)={z€Z:3x € Amit (z,2) € Go F}
={z€Z:3xr € Ay € Y mit (z,y) € F und (y,2) € G}
={z€Z:3ye F(A) und (y,2) € G}
= G(F(A))

2) Die Inklusion folgt aus der Definition.
Es gelte nun R(F) C D(G) und es sei z € D(F).
~3JyeY:(r,y) € F~ye R(F)C D(G)
~dzeZ:(y,2) € G (2,2) EGoF~xe D(GoF).

3) Ubung

4) Sei (2,7) € (GoF) ' CZx X ~ (z,2) €Go F
~JyeY:(vy) € Fund (y,2) € G
~ (y,z) € F~' und (z,y) € G™!
~ (z,2) € F o GTE
Die andere Inklusion folgt aus der Umkehr aller Schliisse.
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Definition 1.9 FEs seien L und X zweti nichtleere Mengen.

Unter einer Familie von Elementen von X mit Indexmenge L versteht man eine
eindeutige Abbildung von L in X.

Schreibweise:  (x))rer

Ist L eine endliche oder unendliche Teilmenge von IN U {0}, so heifst (x))rer eine
(endliche oder unendliche) Folge in X. Man nennt dann x Folgenglied (Folgenelement)
mit dem (Lauf-) Index \.

Ist L' C L, so heifst die Einschrdankung der Abbildung von L in X auf L' Teilfamilie
von (x\)xer. Bet Folgen spricht man auch von Teilfolgen.

1.4 Algebraische Strukturen, Operationen und Relationen

Definition 1.10 Es sei X eine nichtleere Menge.
FEine eindeutige Abbildung o von X x X in X heifit Operation oder Verkniipfung auf X .
Wir nennen X eine algebraische Struktur, falls auf X eine oder mehrere Operationen

mit ,Rechenregeln® definiert sind.
Schreibweise: (X, 0), X, 0, %) usw.

Definition 1.11 (X, o) heifst Gruppe, falls X # () und o eine Operation auf X ist, die
die folgenden Figenschaften besitzt:

(i) zo(yoz)=(roy)oz firalez,y,z € X (Assoziativgesetz);

(ii) Es existiert ein Element e € X (,neutrales Element®), so dafs
roe=ecox=ux, firalexe X;

(1ii) Zu jedem x € X existiert ein x* € X (,zu x inverses Element®), so dass xox* =
Trox =e.

FEine Gruppe (X, o) heifit Abelsch oder kommutativ, falls x oy = y o x gilt, fir alle
z,y € X.

Beispiel 1.12 (Z,+) und (Q,+) sind Abelsche Gruppen, (IN,+) ist keine Gruppe,
(Q,-) ist keine Gruppe.

Definition 1.13 (X, o,x*) heifst Korper, falls X # 0 und o bzw. x Operationen auf X
sind, die die folgenden Figenschaften besitzen:

(i) (X, o) ist eine Abelsche Gruppe (mit neutralem Element e);

(ii) xx(y*xz) = (x*xy)*z, Vr,y,z € X (Assoziativitit von x); es existiert ein Element
le X, 1#e (,Einselement®), so daff 1xx = xx1 = z fir allex € X; zu jedem
r € X,x #e, existiert einr € X, sodaff txx=xxx=1;

(1)) xx (yoz)=(xxy)o(r*2), (toy)xz= (xx2)o(yx2z), firalex,y,z € X
(Distributivgesetze).

Ein Korper (X, o, %) heiffit Abelsch oder kommutativ, falls zusdtzlich © xy = y * x fir
alle v,y € X gilt.
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Beispiel 1.14 (Q, +,-) ist ein Abelscher Kérper mit neutralem Element e = 0 und
Einselement 1 = 1.

Eigenschaften 1.15

(1) Es sei (X, 0) eine Gruppe. Dann sind das neutrale Element und samtliche inver-

sen Elemente eindeutig bestimmt.

(2) FEs sei (X,o,x*) ein Korper. Dann gelten die folgenden Rechenregeln:

rxe=exx =ce flirallex € X;

r*y = e genau dann, wenn r = e oder y = e

(hierbei ist e das neutrale Element);

fir alle a,b € X mit a # e existiert genau ein x € X mit axx = b (Ldsbarkeit
von Gleichungen).

Beweis:

(1)

Wir zeigen die Eindeutigkeit des neutralen Elements. Dazu nehmen wir an, daf
es zwei neutrale Elemente e; und e gibt. Dann gilt wegen Regel (ii) in Def. 1.11:

€ 0€1 = €9 = €1 0€e9 = €1 d. h. €1 = €q.

Weiterhin nehmen wir an, dafl es zu einem x € X zwei inverse Elemente x] und
x% gibt. Dann folgt aus den Regeln (i)-(iii):

ry=eoxy=(xjox)ox;=xjo(roux)) =zjoe=ua].
Sei x € X beliebig. Dann folgt durch Anwendung von (iii) in Def. 1.13:
rxe=xx(eoe)=(rxe)o(xx*e).
Also ist x * e neutrales Element, d. h., z xe = e.
Analog zeigt man e x x = e.
Die zweite Aussage ist eine Ubung (Hinweis: Man verwende das zu x inverse
Element bzgl. der Operation ).
Es seien a,b € X mit a # e. Ist a € X so gewdhlt, da axa =1, soist x =a *b
eine Losung der Gleichung a * x = b.
Annahme: Es existieren zwei Losungen x; und x5 in X, d. h.,

a*xy = ax*xTy=Db.

~oaxk(axxy) =ax (axxg) ~ Txxy = Dx g ~ 21 = 2.
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Beispiel 1.16 FEs sei m € IN und X(m) := {0,1,2,...m — 1}. Wir definieren die
folgenden Operationen fir bel. x,y € X(m):

A r+y r+y<m-—1
y-= T+y—m, T+y>m

xxy:=r, wobeir € {0,1,...,m— 1} definiert ist durch r :==x -y — km
mit einem geeigneten k € IN U{0} (,Rest bei Division durch m*“)

Neutrales Element: e = 0; Einselement: 1 =1

m—x , ©v#0
0 , =20

Es gilt: (X (m), o) ist fir jedes m € IN eine Abelsche Gruppe;

Inverses Element zu x € X(m) bzgl. o : x* = {

(X (m), o0, %) ist ein Abelscher Kérper, falls m = p eine Primzahl ist
(Ubung).

Ein weiterer Grundbegriff ist der Begriff einer Relation R in einer Menge X. Man
versteht darunter eine Teilmenge von X x X.
Schreibweise: Ry < (z,y) € R

Definition 1.17 FEs sei X eine Menge und R eine Relation in X.
R heifst eine Aquivalenzrelation in X, wenn R die folgenden Figenschaften besitzt:

(i) xRx (Reflexivitit);
(ii) *Ry < yRx (Symmetrie);
(iii) xRy N yRz = xRz (Transitivitit).

Schreibweise: x ~ y anstelle von xRy (,x ist dquivalent zu y“).

Beispiel 1.18 Es sei X eine nichtleere Menge und (Ay)rer eine Familie von Teilmen-
gen von X mit den folgenden Eigenschaften

ANA, =0\ peLmit \£p | JA =X

AeL

(Man spricht dann auch von einer Zerlegung von X.)
Wir definieren nun eine Relation R in X durch xRy fiir je 2 Elemente x,y € X, falls
INe L mitxz e Ay undy € Ay. Dann ist R eine Aquivalenzrelation.

Ubung:
Man zeige, daB umgekehrt auch jede Aquivalenzrelation in X eine Zerlegung von X
definiert.
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Definition 1.19 Fine Relation R in einer nichtleeren Menge X heifst Ordnungsrela-
tion, falls sie die Figenschaften (i) und (iii) der Reflexivitdt und Transitivitit aus
Definition 1.17 besitzt und tberdies (ii)* erfillt.

(i) tRy N yRx = x =1y (Antisymmetrie).

Schreibweise: © < y anstelle von xRy (,x ist kleiner gleich y*).

(X, <) heifst dann geordnete Menge.

Beispiel 1.20 Jede Menge von Mengen ist mit ,C“ eine geordnete Menge.
Die Menge (Q, <), wobei ,<* die tbliche kleiner oder gleich“-Beziehung zwischen
Zahlen 1st, ist geordnet.

Definition 1.21 FEs sei (X, <) eine geordnete Menge und es sei A C X.

A heifit ,nach oben beschrdinkt® falls ein ¢ € X existiert, so dass x < ¢ fir alle x € A.
¢ heifit dann obere Schranke von A.

FEs sei nun A nach oben beschrankt und S := {c € X : v < ¢, Vo € A} die Menge
aller oberen Schranken. Fualls ein s € S existiert mit s < ¢ fir alle c € S, so heifit s
die kleinste obere Schranke von A oder das Supremum von A.

Bezeichnung: sup A := s

Analog definiert man ,nach unten beschrdnkt®, ,grofite untere Schranke von A“=
LInfimum von A<

Beispiel 1.22 Wir betrachten die geordnete Menge (Q, <).

A= {z € Q:x < 1} ist nach oben beschrinkt. Jede rationale Zahl ¢ > 1 ist obere
Schranke und es gilt 1 =sup A ¢ A.

A:={x € Q:a > 1} ist nicht nach oben beschrinkt!

2 Zahlen und Raume

2.1 Reelle Zahlen und Zahlbereiche

Im folgenden werden zunéchst die reellen Zahlen axiomatisch (,per Postulat®) ein-
gefiihrt und aus diesen relativ wenigen Axiomen die Eigenschaften der reellen Zahlen
hergeleitet.

Definition 2.1 Fine Menge R heifit Menge der reellen Zahlen, falls zwei Operationen
s+ und ¢ (Addition und Multiplikation) und eine Ordnungsrelation ,<“ in R de-
finiert sind, die die folgenden Eigenschaften haben:

(1)

(R,

(1) (R, <) hat die (zusdtzlichen) Eigenschaften:
(IL) Vr,y € R gilt v <y odery < x,
(IL)Ve,y,ze Rmitx <y gilt t +2 <y+ z,

(I1s)

aus r,y € R mit x > 0 und y > 0 folgt xy > 0;
(III) fiir alle A CR, A # 0 und A nach oben beschrinkt, existiert das Supremum von
A in R.

+, ) ist ein Abelscher Kirper;
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Bemerkung 2.2 Die FExistenz einer nichtleeren Menge R mit den in Def. 2.1 an-
gefiihrten Eigenschaften wird als Grundlage fir den gesamten weiteren Aufbau postu-
liert! R ist durch Def. 2.1 nicht eindeutig bestimmt, jedoch unterscheiden sich verschie-
dene Modelle von R nur in Figenschaften, die fiir den weiteren mathematischen Aufbau
uninteressant sind.

All dies ist kaum problematisch, da die Aziome der anschaulichen Vorstellung der
sZahlen* entsprechen. Interessant ist dabei vielleicht (III), das die Vorstellung von
der Liickenlosigkeit von R sichert!

Bezeichnungen 2.3

0 bzw. 1 bezeichnen das neutrale Element bzw. das Finselement in R,
fiir x € R bezeichnet —x das inverse Element zu x bzgl. ,,+¢,

fiir x € R\{0} bezeichnet x=' = 1 das inverse Element bzgl. -,

fiir den Sachverhalt x <y und x # y fir x,y € R schreiben wir x <y,
fiir a,b € R mit a < b bezeichne

la,b] :={x € R:a <z < b} (abgeschlossenes Intervall)

la,b[:={x € R:a <z < b} (offenes Intervall)

la,b]:={z € R:a <z < b} (halboffenes Intervall)

la,b] ={z eR:a<z<b}, Ri:={xreR:z>0}

>
fir x € R heifit || = { T, Jollsw 20

—x, fallsz <0 der absolute Betrag von x.

Eigenschaften 2.4 (Rechenregeln in R)
Es seien a,b € R. Dann gilt:

1)ab>0<[(a>0)A(b>0)]V[(a<0)A((b<O0);
aa > 0 < a # 0; insbesondere gilt 1 > 0 und a > 0 < % > 0;

2) a<b=a<i(a+0b) <b (hierbeiist2:=1+1);

3) |ab|l = lal|b|, |a+b] < |a|+ |b] (Dreiecksungleichung) und
laf = [o] <o —b].

Beweis:

1) Es gelte ab > 0. Annahme: a > 0 und b < 0.
(I)g ~» —=b>0 ~ a(=b)=a(-1)b=—ab>0 (aus (I13)A(I))
~ ab<0 ~» Widerspruch.
Damit ist die Richtung ,,=* gezeigt.
Zum Beweis der Umkehrung schluifolgern wir aus (I73) und a > 0,0 > 0 bzw.
a<0,b<0,dal ab > 0 ist.
(im zweiten Fall gilt (—a)(=b) = (=1)(=1)ab = ab > 0)
Annahme: ab = 0
Dies ist aber wegen 2) in 1.15 unméglich!
Insbesondere gilt a -a > 0 < a # 0; sowie insbesondere 1 > 0, da 1 # 0, und
a- % =1>0~ aund % sind entweder beide > 0 oder beide < 0.
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2) Es gelte a < b. Mit 2 := 1 + 1 schluBfolgern wir aus (115):
at+a=(1+1a=2a<a+b<b+b=2b
0 < (a+b)—2a~0< i[(a+b)—2d]
~0<i(a+d)—a
~a < Ha+b)
Analog folgt die rechte Seite der Ungleichung.

3) Ubung: |ab| = |a||d|
Wir beweisen die Dreiecksungleichung. Nach Definition gilt:

a<la, ~a<la | __ a+b <la+b
b< b, —b <o —a+(=b) <la|+b

I

v —(la[ +[b]) < a+b<]a| + 0]
~ la + b| < |a| + |b|( nach Definition von |- |)

Zum Beweis der letzten Aussage folgern wir aus der Dreieckungleichung:

af < fa—d]+[o und [ <[b—al+]a]
P e und  [b] = Ja] < [a—b].

O
Ahnlich wie die Rechenregeln in 2.4 kénnen nun alle bekannten Rechenregeln mit reellen
Zahlen aus den Axiomen in Def. 2.1 hergeleitet werden. Wir verzichten darauf und
arbeiten mit reellen Zahlen wie gewohnt.
Im folgenden definieren wir nun die Zahlbereiche IV,7Z und Q als Teilmengen von R
mit gewissen Eigenschaften.

Definition 2.5

a) Eine Menge M C R heifit induktiv, falls
(i) 1€ M und (ii) x +1 € M,Vx € M.
M; :={M : M CR und M ist induktiv} bezeichnet die Menge aller induktiven
Mengen.

b) IN:= () M heifit Menge der natirlichen Zahlen,
MeM;

N, == IN U {0}.

c¢) Z:={xe€R:xe€ Ny oder —x € IN} heifst Menge der ganzen Zahlen.

d) Q:={zx €R:3peZ3qge N mit x =L} heift Menge der rationalen Zahlen.
R\ Q heifst Menge der irrationalen Zahlen.
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Bemerkung 2.6 FEs existieren viele induktive Mengen, z. B. R, {x € R : x > 1} und
{r e R:2=1,2 > 2} usw. Nach Definition ist die Menge IN der natirlichen Zahlen
die kleinste aller induktiven Mengen!

Diese Figenschaft von IN begriindet das sog. Induktionsprinzip:

Ist M C N und zeigt man, daff M induktiv ist, so gilt M = IN'!

Dieses Prinzip ist von groffer Bedeutung fiir die Beweistechnik (,vollstindige Indukti-
on‘) bzw. zur Definition von Grifien.

(1)

(i)

Prinzip der vollstindigen Induktion:

Um zu zeigen, daf$ eine Aussage A(n) fir alle n € IN richtig ist, genigt es zu
zeigen: {n € IN : A(n) ist wahr} ist induktiv.

D.h. man geht wie folgt wor:

1. Man zeigt: A(1) ist wahr,

2. Man zeigt fir jedes n € IN : [A(n) ist wahr = A(n + 1) ist wahr].

Induktives Definieren:

Um eine Grifle G(n) fir jedes n € IN zu definieren, geht man wie folgt vor:
1. G(1) definieren (oft trivial),

2. fir jedes n € IN wird G(n + 1) in Abhdngigkeit von G(n) definiert.
Beispiele:

nl:=nm-1l"n, VnelN, 0:=1;

mi=a"'-a, YnelN, a":=1 (Va€eR);

a

n n

1 0
Yai:=> ai+a, YnelN, > a;:=0;

i=1 i=1 i=1

n n—1 0
Hai::(na,)an, Vne N, Jla:=1 (Va;, €eR,i=1,...,n).
i=1 i=1

i=1

Wir befassen uns nun mit Eigenschaften von IV und der ,,Lage “von IN und Q innerhalb
von R.

Satz 2.7
1) IN ist nicht nach oben beschrdankt in R. (Archimedes)
2)Ve > 03n € N : L <e. (Budozos)

Beweis:

1)

Annahme: IN ist nach oben beschrinkt.

Aus (IIT) von Def. 2.1 folgt dann: s :=sup IN € R
~+ s — 1 ist keine obere Schranke von IN
~dnelN:s—1<n~s<n+1elN

~> s ist keine obere Schranke von IV

~» Widerspruch zur Annahme!

Annahme: 3e9 > 0: £ >0, Vn € IV
~n < %, Vn € IN ~ IN ist nach oben beschrankt
~ Widerspruch! O
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Satz 2.8 (Wohlordnungssatz)
Jede nichtleere Teilmenge von IN besitzt ein kleinstes Element.

Beweis:

Es sei M # () eine Teilmenge von IN.

Annahme: M besitzt kein kleinstes Element.

Es sei M, :={n € IN : n < m,Ym € M} die Teilmenge von IN, die sdmtliche unteren
Schranken von M enthilt, die zu IV \ M gehoren.

Beh.: M, ist induktiv.

Bew.: 1 € M,, da sonst 1 € M kleinstes Element von M ist.

Es sei n € M, und wir zeigen n + 1 € M,,.

Annahme: n+1 ¢ M,

~dmpeM:mp <n+1

~ dmg € M : my < mq, da sonst my kleinstes Element von M wére.

~ my < n, da sonst n < mo < n + 1 gelten wiirde

~»n & M, ~» Widerspruch!

Also ist M, induktiv, d. h., M, = IN ~ M = () ~» Widerspruch! U

Satz 2.9 Vx € R Ve > 03r € QNjx — e,z + ¢[. (,Q ist dicht in R¥)

Beweis:
Es sei x € R und zunéchst x > 0, und es sei € > 0 bel. gewahlt.
Nach Satz 2.7 existiert ein n € IN mit % < €.
Es sei M := {m € IN : m > nx}. Nach Satz 2.7 gilt M # ().
Nach Satz 2.8 besitzt M ein kleinstes Element m € M.
~m—1<nx<m.
Dann gilt fiir r:= 2 € Q: r—8<7“—l: L <y
wr—e<zr<r<z+e, d h re]x—s x+5[
Es sei nun z < 0. Dann exlstlert nach dem Beweis von eben ein
reQ:—r—e<r<—ax+4+e~r—c<-r<z+ecund —r Q. O

Als néchstes beantworten wir die Frage, ob Q und R wirklich verschieden sind. Dazu
benotigen wir noch einige Vorbereitungen.

Satz 2.10
1) Fir alle a,b € R undn € IN gilt:

(a+0)" = ( ZJ ) a" ‘b (,Binomischer Lehrsatz*).
i=0
wobei ( T; ) = i!(nLii)!,Vi =0,...,n (,Binomialkoeffizienten®).
2) Fir allea € Rya > —1, und allen € IN gilt: (1+a)" > 1+ na
(Bernoullische Ungleichung).
3) Fir alle a € [0,1] und alle n € IN gilt: (1 +a)" <1+ (2" — 1)a.

Beweis:
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1) Es seien a,b € R beliebig und wir beweisen die Aussage mit dem Induktionsprin-
Zip.

Fiir n = 1 ist sie richtig wegen (a + b)! = < (1] ) a't’ + ( 1

Die Aussage sei fiir n richtig und wir beweisen sie fiir n + 1.

)aoblza—i—b.

(@+b)" = (a+b)"(a+b)= <i < 7;‘ ) an—ibz‘) (a+b)

i=0
_ ( n ) a4+ S ( n ) it
i=0 \ ! i=0 \ *

= 4y [( n ) +( n )] qnHl=ipi 4 pntl
= { t—1

n+1 o
= > < n;.rl )a"“‘%’

1=0

n n (D) n+1 o
wegen <i)+<i—1)_m_< i ),Vl—l,...,n.

2) EsseiaeRa>—-1und M :={ne N:(1+a)" >1+na}.
Wir zeigen: M ist induktiv.
Es gilt natiirlich 1 € M. Es sei n € M und wir zeigen n+ 1 € M.

(14+a)™ = 1+a)"(1+a)>(1+4+na)(l+a)=1+(n+1)a+ na
> 1+n+la~n+1leM

3) Ubung. O

Satz 2.11 Es seien a > 0 und n € IN. Dann existiert genau ein x € R
mit x > 0 und z" = a.

Beweis:

Wir betrachten die Menge M := {y € R:y > 0 und y" < a}.

Beh.: M ist nichtleer und nach oben beschrankt.

Bew.: Es gilt 1 € M, fallsa > 1, und a € M, falls a < 1. In jedem Fall haben wir also
M # 0, damin{1,a} € M. Ferner gilt fiir jedesy € M : y" <a < 14+a < (1+a)", d.h.
y <1l+a (day>1+aimpliziert y" > (14 a)™.) Also ist M nach oben berschrénkt.
Deshalb gilt nach Axiom (III) in Def. 2.1: z := supM € R und =z > 0, wegen
min{1l,a} < z.

Beh.: 2" = a.

Bew.: Annahme: 2" < a.

Wir zeigen: 3¢ > 0 mit x +¢ € M(~ x < sup M).

Es gilt: (z+e)" =a"(1+ )" <a" (1+ (2" - 1)) (2.12.))
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s (rte)t <axt 4 (20— 1) a" e

Wir withlen nun & > 0 so klein, da8 (2" —1)z""'e < a — 2", und erhalten (z +¢)" < a,
d.h,z+ee M.

Annahme: 2" > a

Wir zeigen: 3¢ > 0 mit sup M < x —¢ < x.

Es gilt: (z —e)" =2" (1 — £)" > 2" (1 — £n), falls € < z (nach 2.12).

n

Wir wihlen nun € €0, [ so klein, daf§ = < =22,

w(z—e)n>a"(1-E%) =a~y"<a<(z—e)", Vye M

~supM < x—e.

In beiden Féllen ergibt sich also ein Widerspruch zu x = sup M.

Also folgt =™ = a.

SchlieSlich zeigen wir noch die Eindeutigkeit von z.

Annahme: 31,29 € R mit x1 # x5 und 27 = a = 7.

Nach (IT;) in Def. 2.1 gilt 1 < x5 oder x; > 5. Es sei 0.B.d.A. 21 < 5.

Nach (II3) folgt 2} < a% ~» Widerspruch. O

Bemerkung 2.12

Ein Element x € R mit der Eigenschaft von Satz 2.11 heif$t n-te Wurzel aus a.
Bezeichnung: {/a, ax

Nun lassen sich beliebige Potenzen positiver reeller Zahlen a mait rationalen
Exponenten definieren:

1
a’:=1,a", Vn e N vgl. 2.6, a" := —, Vn € IN,
an

ai = Var, Vp € ZVq e IN.
Uberdies gelten die bekannten Rechenregeln fiir die Potenzrechnung!
Satz 2.13 Es gilt V2 ¢ Q, d.h., /2 ist eine irrationale Zahl.

Beweis:

Annahme: V2 € Q, dh., In,m e IN : V2 = 7 (da V2> 1).

Wir betrachten M := {n € IN : n\/2 € IN}. Da M nichtleer ist, besitzt M nach Satz
2.8 ein kleinstes Element ng € M.

s noV2 € IN und mg i = nogV/2 —ng € IN

~ MV2 = 2ng — ngyv2 € IN ~» my € M und mq < ng

~ Widerspruch! O

Folgerung 2.14

1) Zwischen je zwei voneinander verschiedenen (rationalen) reellen Zahlen liegt eine
(rationale) reelle Zahl.

2) Zwischen je zwei voneinander verschiedenen (rationalen) reellen Zahlen liegt eine
(irrationale) rationale Zahl.

Beweis:
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1) folgt aus Eigenschaften 2.4 (a < 3(a+b) < b, Va,b € Q bzw. € R).

2) Seien a,b € R, a # b. Dann liefert Satz 2.9 die Existenz einer rationalen Zahl,
die zwischen a und b liegt.
Es seien nun a,b € Q mit a < b. Dann gilt 5 7 < f

Dann folgt aus Satz 2.9: Ir € Q mit 7 <r<_undr # 0.

wa<\/_r<bund\/_7“§é@
(letzteres folgt daraus, dal Q ein Korper ist und v/2 ¢ Q). 0

Als néchstes leiten wir mogliche Darstellungen reeller Zahlen her.

Satz 2.15 Es seitenm € IN,m > 2, und v € R mit x > 0.
Dann existieren eindeutig bestimmte Zahlen k € INg und z; € {n € INyg : n < m — 1},
so daf$ x die m-Darstellung

T = 2122 2k Zk41%k42 "

besitzt. Daber gilt

k:=min{n € INy: x <m"} und z; <

1 — A
o (x— zimk_’> <zj+1 (jeN).

Beweis:
Die Zahl k := min{n € INy : < m"} ist nach Satz 2.8) wohldefiniert und wir zeigen,
dafl wir sukzessive die Zahlen z; € {n € EVO n<m-—1}, je€ N,

so wihlen konnen, dafl z;m*F=7 <z — Z ZzmhFt < (zj 4+ 1)mF7
i=1

oder z; < —— (:c - Z zimk_i) <zj+1 (%)
=1
J _ J _ A
oder Y zmF~t < < > zymF Tt 4+ mkI (Vj e IN).
i=1 =1

Ist also die obige Konstruktion der z;, Vj € IN, moglich, so ist die Aussage bewiesen,
da die z; dann eindeutig bestimmt wéren. Wir zeigen die Moglichkeit der Konstruktion
der z; mit dem Induktionsprinzip. Zunéchst gilt nach Definition von &, da8

mhFt <z < mF.

Fiir j = 1 bedeutet nun (*) 2z < —= < 21 + 1. Wegen —f € [0,m[ kann aber
z € {0,-- — 1} so gewahlt Werden daf3 dies erfiillt ist.

Es gelte nun —i— ( Z i=1lzm Z) [0,m[ und z; € {0,---,m — 1} sei wie in
(*) gewdhlt. Dann gilt fir j + 1, dafl

1 J p J—1

i=1 i=1
g
~

€[0,m[

(.

und z;4; ist definiert. O
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Bemerkung 2.16

Die Darstellung reeller Zahlen in Satz 2.15 heifit m-Darstellung. Fiir m = 2 spricht
man von Dual-Darstellung und fiir m = 10 von Dezimal-Darstellung.

Die Zahlen z; € {n € INy : n < m — 1} nennt man auch Ziffern und die Zahl k € IN,
entspricht der Anzahl der Ziffern vor dem ,Komma*.

Beispiel 2.17

und m=10: ~»k =0,z =5~ 2 =.500... (Dezimal-Darstellung)
und m= 2: ~~k=0,z =1~ 2=.100... (Dual-Darstellung)

Wir wollen nun untersuchen, wie umfangreich die Mengen IV, Q, R, R\Q sind. Dazu
bendétigen wir noch einige Vorbereitungen allgemeiner Art.

Definition 2.18 FEs seien X und Y Mengen.

a) X und Y heifien gleichmdchtig, falls eine bijektive Abbildung von X aufY exi-
stiert. Schreibweise: X ~Y

b) X heifit endlich, falls X =0 oder Im € IN mit X ~ {n € IN : n < m}.
c) X heift abzdhlbar, falls X ~ IN.
d) X heifit hochstens abzdhlbar, falls X endlich oder abzdihlbar ist.

c) X heifst iberabzihlbar, falls X nicht hichstens abzihlbar ist.

Bemerkung 2.19

Die Relation ~ zwischen Mengen stellt eine Aquivalenzrelation dar.

Es gilt X ~ X, die Symmetrie X ~Y &Y ~ X und die Transitivitit (Ubung).

Die Endlichkeit oder Abzdhlbarkeit einer Menge stellt eine Numerierungsmdoglichkeit
der Elemente dar: X = {x1,...,x,} oder X = {x1,z9,...}.

Satz 2.20
1) Jede Teilmenge von IN ist hochstens abzdihlbar.
2) Die Menge IN x IN ist abzdihlbar.

Beweis:

1) Es sei M eine Teilmenge von IN. Es geniigt, den Fall zu betrachten, dafi M nicht
endlich ist. Wir zeigen: Dann ist M abzéhlbar.
Dazu betrachten wir die folgenden, induktiv definierten Elemente von M.
1 = min M, z, = min M\{xy,...,2,-1},n > 2 (gemiaB Satz 2.8); und wir
definieren die Abbildung

f:IN— M, f(n):=x,, ¥Yne€ IN.

Da M nicht endlich ist, ist f eine Abbildung von IV in M.
Wir zeigen: f ist bijektiv (und folglich IN ~ M).
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Nach Definition gilt x; < z,, falls t < n, und n < z,,, Vn € IN.

Deshalb ist zunéchst f injektiv.

Um zu zeigen, daf f auch surjektiv ist, sei nun x € IV beliebig gewahlt. O.B.d.A.
gelte x > x1, da sonst f(1) = .

Wir definieren m := min{n € IN : x < z,,} (nach Satz 2.8).

Dann gilt nach Konstruktion z; < s < 2,1 < < 2,11 und damit

f(m)==2,d. h,xz € f(IN)~ M = f(IN) und M ist abzdhlbar.

2) Wir betrachten die folgende Abbildung f: IN x IN — IN,
f(m,n):=n+3i(m+n)(m+n+1), Vm,n e IN.
Wenn diese Abbildung f injektiv wére, ware IN x IN das bijektive Bild der
Teilmenge f(IN x IN) von IN. Nach Teil 1) ist aber f(IV x IN) und damit IN x IN
hochstens abzahlbar. Da aber IN x IN nicht endlich ist, widre dann IN x IN
abzahlbar.
Es geniigt also zu zeigen, dafl f injektiv ist.
Es seien dazu (my,nq), (mg,n2) € IN X IN mit f(my,ny) = f(me,ny) gewahlt.
Wir miissen zeigen: (mq,ny) = (mag, na).
1. Fall: 51 :=mq +ny = mg +ng 1= Sy
~s f(my,ny) — f(me,ng) = ny — ng ~> Ny = ng ~> my = my.
2. Fall: 51 < s2 (0.B.d.A.)
~> f(ml,nl) =n; + %81(81 + ]_) < 81+ %81(81 -+ ]_) = %(81 + 1)(81 -+ 2) — 1.

< %82(82 + ]_) —1<ng+ %82(82 + ]_) = f(mg,ng).

~» Widerspruch!

Also muf} s; = s gelten und die Aussage ist bewiesen. -

Bemerkung 2.21 Die in Teil 2) des obigen Beweises definierte Abbildung f kann als
Durchnumerierung von IN x IN nach dem sog. Cantor’schen Diagonalprinzip interpre-
tiert werden. Sortiert man namlich die Werte von f entsprechend der Ordnungsrelation
in R und numeriert diese neu durch, so entspricht dies dem Abzihlverfahren entlang
der Pfeile beginnend von links oben in der Abbildung. Die eingezeichneten Kreuze ent-

sprechen dabei jeweils einem Paar (m,n) € IN x IN. Z. B. gilt f(1,1) =4, f(2,1) =7,
£(1,2) =8, f3,1) =11, f(2,2) = 12, ...

Satz 2.22
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1) Es seien X und Y Mengen, X sei abzdhlbar und f : X — Y surjektiv. Dann ist
Y hdéchstens abzdihlbar.

2) Es seien L eine Indexmenge und Xy, \ € L, Mengen. Alle diese Mengen seien

hdchstens abzdhlbar. Dann ist auch die Menge |J X, hichstens abzdihlbar.
AEL

Beweis:

1) Essei X = {x1,29,...,%y,...} und wir betrachten die Abbildung
g:IN—Y, g(n):= f(z,), Yn € IN.
Da nach Voraussetzung ¢ surjektiv ist, 1&8t sich auch die folgende Abbildung
definieren

h:Y — IN, h(y) :=min{n € IN : g(n) =y}, Vy € Y.

(Dies ist moglich, da wegen der Surjektivitéat von g, die Menge

{n € IN : g(n) = y} fiir jedes y € Y nichtleer und Satz 2.8 anwendbar ist.)
Nach Konstruktion ist h eindeutig und wegen g(h(y)) = y auch eineindeutig,
d. h., injektiv. Also ist h eine bijektive Abbildung von Y auf A(Y) C IN. Da h(Y)
nach Satz 2.20 hochstens abzéhlbar ist, gilt dies nach Definition auch fiir Y.

2) Nach Voraussetzung existieren surjektive Abbildungen n — \,, (von IN auf L)
und m — n{™ (von IN auf X,) fiir jedes A € L.

Wir definieren nun die folgende Abbildung

f:INxIN— UX,\, f(m,n) = xE\T), V(m,n) € IN x IN.

AEL

Diese Abbildung ist nach Konstruktion surjektiv und die Menge IN x IN ist nach
Satz 2.20 abzahlbar. Also folgt aus Teil 1), dal die Menge J,., X hochstens
abzéhlbar ist. OJ

Beispiel 2.23 (Hilbert’s Hotel oder das Paradozon der Abzihlbarkeit)

Ein Hotel besitze abzdihlbar viele Zimmer und sie seien alle belegt. G,, bezeichne den
Gast in Zimmer n € IN.

Plétzlich erscheinen abzdhlbar viele neve Gdste g,,n € IN, und fragen nach Zimmern.
Da nach Satz 2.22 die Menge {G,, : n € IN} U{g, : n € IN} wieder abzihlbar ist,
konnen die alten und die neuen Gdste im Hotel untergebracht werden.

Wie kann das in einfacher Weise erfolgen? Antwort:

Der Portier verteilt die Zimmer wie folgt neu: G, wohnt in Zimmer 2n und g, in
2n — 1, Vn € IN. Allerdings mufS dann jeder Gast umziehen.

Wir kommen nun zuriick zur Untersuchung von Teilmengen von R und ihrer Méchtig-
keiten.

Satz 2.24
Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.
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Beweis:
Wir schreiben Q in der folgenden Form:

Q={reQ:r>0U{0}U{reQ:r<0}

Nach Satz 2.22 geniigt es zu zeigen, dafi die beiden Mengen {r € Q : » > 0} und
{r € Q : r < 0} abzdhlbar sind. Da die zweite Menge genau die negativen Zahlen der
ersten Menge enthélt, mufl nur die Abzahlbarkeit von

{T6Q1r>0}:{r:%:m,n€ﬂ\f}

gezeigt werden. Dazu definieren wir die Abbildung f: IN x N — {r € Q : r > 0}
durch f(m,n) =", Vm,n € IN.

Nach Definition ist f surjektiv und nach Satz 2.20 ist IN x IN abzédhlbar. Also liefert
Satz 2.22, 1): {r € Q : r > 0} ist hochstens abzéhlbar. Wegen IN C {r € Q : r > 0}
kann {r € Q : r > 0} aber nicht endlich und muf} abzéhlbar sein. O
Unser néichstes Ziel besteht darin, zu zeigen, dafl R {iberabzihlbar ist.

Satz 2.25
Die Menge 10, 1[C R ist iberabzdhlbar.

Beweis:

Da die Zahlen + fiir jedes n € IN zu |0, 1] gehoren, ist die Menge ]0, 1[ nicht endlich.
Annahme: )0, 1] ist abzdhlbar.

Wir bezeichnen mit {z; : ¢ € IN} sdmtliche Elemente von ]0,1[. Nach Satz 2.15
148t sich jedes z; in Dezimal-Darstellung schreiben: x; = .z1;29;23; - - -, wobei z;; €
{0,1,...,9}, Vi,j € IN, eindeutig bestimmt ist.

Wir wihlen nun fir alle i € IV eine , Ziffer* z; € {1,2,...,8}\{z;} und betrachten
nun die relle Zahl

T = sup{z,ziloi:nel]\f}.

i=1

]?ieses Element x hat die Dezimal-Darstellung x = .z12923 - - z; - - - und es gilt = €]0, 1].
Uberdies gilt nach Konstruktion = # x;, Vi € IN. Dies ist aber ein Widerspruch zur
Annahme. Also kann ]0, 1[ nicht héchstens abzdhlbar sein. O

Satz 2.26
Die Mengen R und R\Q sind tiberabzihlbar und gleichmdchtig.

Beweis:

Wiére R hochstens abzéhlbar, so wiirde aus Satz 2.23 folgen, da ]0,1[C R ebenfalls
hochstens abzéhlbar ist. Dies ist aber nach Satz 2.25 unmoglich. Also ist R {iberabzéhl-
bar. Wére R\Q hochstens abzdhlbar, so auch R = (R\Q) U Q nach Satz 2.22, da Q
abzahlbar nach Satz 2.27 ist. Also ist auch R\Q iiberabzéhlbar.

Um die Gleichméchtigkeit von R und R\Q zu zeigen, miissen wir eine bijektive Abbil-
dung f: R — R\Q konstruieren.

Dazu wéhlen wir zunéchst eine abzéhlbare Menge X wie folgt aus R\Q aus:
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r1 € R\Q, z,11 € (R\Q)\{z1,...,2,}, n>2,und X :={z,, : n € IN}.

Dieser Auswahlprozefl kann nicht abbrechen und die Menge Y := (R\@Q)\X ist nicht-
leer, da R\@Q nicht hochstens abzahlbar ist.

Nach Satz 2.22 ist die Menge X U Q abzihlbar. Deshalb existiert eine bijektive Abbil-
dung g : X UQ — X.

Wir definieren nun die gewiinschte Abbildung wie folgt:

| B z, Yz €Y =R\(XUQ),

Damit ist f surjektiv und auch injektiv, da sowohl die identische Abbildung von Y also
auch g injektiv sind. O

Wir sehen also, dafl es vielmehr irrationale Zahlen als rationale gibt. Im folgenden
fithren wir nun weitere Mengen neben R als Grundstrukturen der Mathematik ein. Sie
bauen aber alle auf R auf.

2.2 Komplexe Zahlen

Die historische Motivation fiir die Erweiterung der reellen Zahlen R war, die Potenzen
a” mit r € Q auch fiir a < 0 zu definieren (vgl. 2.11). Unser Ausgangspunkt ist die
folgende Fragestellung;:

Kann man die Menge aller Paare {(z,y) : ,y € R} = R x R reeller Zahlen durch
Einfithrung geeigneter Operationen zu einem Ko&rper machen 7

Wir definieren dazu die folgenden Operationen auf {(z,y) : x,y € R} :

(z,9) + (u,v) = (x +u,y+v), (z,y) - (u,v) = (zu — yv, zv + yu)(Vo,y,u,v € R)

Satz 2.27 C:= ({(z,y) : x,y € R}, +,-) ist ein Abelscher Kéorper mit Nullelement
(0,0) und Einselement (1,0).
Bezeichnung: C heifit Kéorper der komplexen Zahlen.

Beweis:

Beide Operationen ,,+“ und ,,-¢
chenden Operationen auf R sind.

Klar ist auch, da ({(z,y) : x,y € R}, +) eine Gruppe ist. Die Assoziativitit folgt aus
der in R und das inverse Element zu (z,y) ist (natiirlich) (—z, —y).

Zum Nachweis der Koérperaxiome (vgl. 1.13) wenden wir uns jetzt der Operation ,,-
zu. Zunéchst gilt:

(z,9)- (1,0) = (x = 0,0 +y) = (z,y), Yo,y R,
d. h. (1,0) ist das Einselement. Es sei nun (z,y) # (0,0) und wir betrachten

2 2
T —y x Y —xY Y
, . , = s — 170
(zy) (:c2+y2 :c2—|—y2) <x2+y2+x2+y2 x2+y2+x2+y2) 0

ZI/‘ —

Also ist | ——,— i das inverse Element zu (z,y).
2 4 y? 2?4 y?

Nachzuweisen bleiben nun nur noch das Assoziativgesetz und das Distributivgesetz.

4

sind nach Definition kommutativ, da es die entspre-

(13
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Stellvertretend untersuchen wir die Giiltigkeit des Distributivgesetzes.
Es seien dazu x,y,u,v,w, z € R beliebig gewéhlt. dann gilt:

(@, 9) - (u,0) + (w,2)) = (2,9) (u+w,v+2)

= (@(utw) —y(v+2),xw+2) +y(utw)
= (zu—yv, 20+ yu) + (2w — yz, 22 + Yyw)

= (z,9) - (w,v) + (z,9) - (w,2)

Bemerkung 2.28

a)

b)

Alle Rechenregeln mit reellen Zahlen, die allein aus den Korper-Figenschaften
von (R, +,-) resultieren, lassen sich auf C dbertragen. Vorsicht aber bei allem,
was aus der Ordnungsrelation hergeleitet wurde (z. B. die Wurzel in 2.11).

Wir betrachten die folgende Teilmenge {(x,0) : x € R} von C.
Nach Definition gilt:

(#,0) + (y,0) = (x +,0), (2,0) - (y,0) = (zy,0),Vz,y € R.

Die Operationen fiihren also aus dieser Teilmenge nicht heraus und, gesehen vom
Standpunkt algebraischer Strukturen, besteht kein Unterschied zwischen (z,0) € C
und x € R. Deshalb kann man R mit der Menge {(x,0) : © € R} in folgendem

Sinn identifizieren: FEs sei pry die Projektion von R xR auf die erste Komponente
(vgl. 1.3). Dann ist die Abbildung

pr1:{(z,0) :z € R} — R, pri(z,0) =z, Vz €R,

bijektiv. Da es also hierbei keine Verwechslung bei der Zuordnung von Urbild und
Bild geben kann, werden wir einfach schreiben:

(x,0) = x und insbesondere (0,0) =0, (1,0) = 1.
In diesem Sinne ist C eine Erweiterung von R/
Fiir jedes z = (x,y) € C gilt die Darstellung

z=(2,0)4 (0,y) = (x,0) + (y,0) - (0, 1).

Bezeichnung: i := (0,1) (Euler 1777; ,imagindre Einheit*)

vz = (2,0) + (y,0)i = = + iy

wobei das zweite Gleichheitszeichen wie in b) zu verstehen ist.
Dann heifst © Realteil von z € C und
y Imagindrteil von z € C.

Schreibweise: Re z :=x, Im z :==y. ~» 2= Re z+1i Im 2z, Vz € C.

2] = |(z, )] = (22+42)2 = (Re 2)2+(Im 2)?)2 heifit absoluter Betrag von z € C.
Z:=Re z —iIm z heifit die zu z € C konjugiert komplexe Zahl.
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d) Die komplexen Zahlen kénnen wir als Punkte in der komplexen (oder
Gaufischen) Zahlenebene auffassen:

_ Yoy — z Yy
z = :L’—i—ZZ/ - |Z’ ((x2+y2)% -+ (:B2+y2)%)

= |z|(cosp + isinp) = r(cos p + isin p)

imag.
Achse
M | Z=X+Hy
|
T K 22 2
. T =EX+y
. < ﬁ =1z 2
! \
| LA 1

Letzteres nennt man auch die Darstellung von z in Polarkoordinaten (r, ).

Eigenschaften 2.29
1) i?=—-1, #=—i, *=1.

2) Es gilt: Re z = 5(z+2) und Im z = (2 — 2), Vz € C.
Insbesondere ist z € R gdw. z = Z.

3) 21+ 20 =721+ 20,2122 = Z120,2 = 2, Vz,21,29 € C.

4) |2] >0, Vz€C. und |z| =0 gdw. z =0;|2|* =2z, V2 € C
|z122| = |21]]22]; |21 + 22| < |21| + |22], V21,22 € C.

5) Re (j—;) = (Re z1Re 29 + Im zIm 25)/((Re 29)? + (Imzy)?),
Im (j—;) = (Re 29Im 2; — Re zIm 29)/((Re 22)* + (Im 29)?), V21,2, € C

Beweis:

1) 2=i-i=(0,1)-(0,1) = (0—1,040) = (—1,0) = —1 usw.

2) Gilt wegen z + z = 2Re z und z — Z = 2i Im z. Deshalb ist z € C reell gdw.
Im z=0gdw. z = Z.
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3) Wir beweisen als Beispiel Z12z3 = z12, V21,20 € C.
Es sei z; = (z4,4:),1 = 1, 2.
~ 2129 = (0102 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1) = (122 — Y1Ya, —T1Y2 — T2Y1)
Z122 = (w1, —y1) (T2, —Y2) = (122 — Y1Yo, —T1Y2 — T2Y1)-

4) Der erste Teil folgt aus der Definition des absoluten Betrages. Ferner gilt: 2z =
((Re 2)*>+ (Im 2)%,0), Vz € C. Wir beweisen als Beispiel auBerdem die Dreiecks-
ungleichung. Es seien z; = (z1,y1), 22 = (22,%2) € C und «, § € R bel. gewihlt.
Dann gilt:

0 < |az + B2 = [(ax + Bry, ayr + Bya)|?
= (az + Br2)* + (ay1 + By2)?
= (@] + i) + 2008 (z172 + y19e) + 07(25 + 43)
= o®|a|® + 2a8(x172 + y1y2) + 672
Fiir a« = 8 = 1 sieht man daraus, daf§ die Dreiecksungleichung richtig ist, falls:
2(z122 + y1y2) < |z1|2.
Diese Ungleichung folgt aber auch aus der obigen Ungleichung, indem man

__T1% + Yo

B B =z (0. B.d. A. z; #0)

setzt. Dann ergibt sich nédmlich
2 2 20, 12
0 < (w122 + 11y2)” — 2(x122 + Y1y2)” + |21 |22

5) Es gilt

Z1 2122 2122
— = = Usw.
29 |22]2  ((Re 22)? + (Im 29)?

Bemerkung 2.30
Wegen 2.29 1) kann man nun Potenzen a” fir a < 0 und r € Q wie folgt definieren:

1, m gerade

an =/ (—a)"/(—=1)m = {/(—a)™ - { —1 , m ungerade,n ungerade

12, m ungerade,n gerade
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2.3 Der m-dimensionale Euklidische Raum

Fiir jede Zahl m € IN betrachten wir die Menge
R":=Rx---xR={(x1,...,2): z;, €R, i=1,...,m}
—_——

m

und definieren fiir Elemente dieser Menge eine Addition ,+“ und eine Multiplikation

(13

»+“ mit reellen Zahlen wie folgt:
Es seien © = (x1,...,2,) €ER™, y=(y1,...,Ym) E R, a € R.

c+y =@ +Y, T+ Ym), - -x:=(Qx,...,00,)

Eigenschaften 2.31

1) (R™ +) ist eine Abelsche Gruppe mit Nullelement © = (0, ...,0);
2)1-x=uxVreR";

3) (a+ B)xr =ax+ Py, a(r+vy) = axr + ay, a(fx) = (af)z, Y,y € R™, Va,[ € R.

Definition 2.32

a) (R™;+,-) heifst m-dimensionaler linearer Raum (oder: Vektorraum)
Kurzbezeichnung: R™

b) Die Abbildung (-,-) : R™ x R™ — R definiert durch

(r,y) = Zmiyi, Vo = (21, ., Zm), ¥ = (Y1, .-, Ym) € R™,
i=1

heifit Skalarprodukt auf R™.
Die Abbildung || - || : R™ — R definiert durch ||z|| := (z,z)2, Yz € R™ heifit
Fuklidische Norm auf R™.

c) (R™ || -]|) heifft m-dimensionaler Fuklidischer Raum.

Bemerkung 2.33 Spdter werden wir jede Abelsche Gruppe (X, +), fir die eine Ope-
ration (,Multiplikation“) mit Elementen eines Korpers K erkldrt ist, die die Figen-
schaften 2.3/ erfillen, einen linearen Raum (tiber K ) nennen.

Die Zahl ||x — y|| heifst Euklidischer Abstand von x,y € R™.

Die Elemente e; = (0,...,0,1,0,...,0) € R™ (i-te Komponente gleich 1), i =
1,...,m, heiffen Einheitsvektoren von R™. Es gilt:

m
x = Z:piei, Vo = (z1,...,2,) € R™.
i=1

Satz 2.34 Fiir alle x,y € R™ gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

[{z o) < llzllllyll -

Fiir zwei Elemente x,y € R™ gilt in der Ungleichung die Gleichheit gdw. o, € R
mit (o, B) # (0,0) und ax + fy = O .
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Beweis:
Im Fall ||z|| = 0 ist die Ungleichung richtig. Es gelte nun ||z| # 0.
Dann gilt fiir beliebige «, 5 € R:

m

0< az+By|* = X (aw+ By’

i=1
= oY al +2a8 ) wyi + 02y 7
i=1 i=1 i=1

= o?l|lz* + 2a8(z, y) + B[y
Wir wahlen nun speziell

a = (. 9) und = ||z

]

und erhalten 0 < (z,y)? — 2(x,y)? + ||z||*||y||?, d.h., die behauptete Ungleichung.
Es seien nun z,y € R™, so dal (z,y)? = ||z|]?|ly|*.

Eine erste Moglichkeit ist x = O, d. h., v + 0y = ©.

Im Fall z # © schluBfolgern wir aus unseren obigen Uberlegungen, daf

2
0= |- St ol oder @ =St oy
] ]
Also: ax + By = O mit o := —<ﬁ;g|/’> = —|ly|]| und 5 := ||z .

Satz 2.35 Fiir alle z,y € R™ und o € R gilt:
(i) ||z|| > 0 und ||z|| =0 gwd. x = ©;
(i) Nl = lll];

(1i1) ||z + y|| < ||z|| + ||yl (Dreiecksungleichung);
(i) =]l = [lylll < [lz =yl

Beweis:

mo O\ 2
(i) und (ii) sind klar nach Definition von ||z|| = (Z xf) :
i=1

Fiir beliebige x,y € R™ gilt ferner (vgl. Beweis von 2.34)
lz +yll* = [l2l® + 2z, ) + llyl* < 2] + 2Kz, y)] + [yl

< el + 20yl + lyl* = (=l + lyl)* - (2.34))

d. h. die Aussage (iii). Aussage (iv) folgt aus den Ungleichungen
[zl < llz = yll + [lyll und [lyl| < {ly — 2] + [l O

Wir beschiéftigen uns nun mit der inneren Geometrie von R™.
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Definition 2.36

a) Fir alle x € R™ und r > 0 heifft B(z,r) :={y € R™: ||x —y|| < r} (abgeschlos-
sene) Kugel um x mit Radius .

b) Fiir jedes x € R™ und jede Menge ) # A C R™ heifit die reelle Zahl d(x, A) :=
inf1 |z — y|| Abstand von x zu A.
ye

c) A CR™ heift beschrankt, falls eine Konstante C' > 0 existiert, so dafl ||z —y|| <
C, Vx,y € A. In diesem Fall heifst diam A := sup ||z —y| Durchmesser von A.

z,yeA

Beispiel 2.37
a) Firm =1 gilt:
B(x,r) =[x —r,x+r] und B (%(a +b), %(b — a)) = [a, b].

Fiirm =2 qilt:
B((0,0),1) = {(v1,y2) € R* : y} + y2 < 1} (,Einheitskreisscheibe®).

b) Es gilt diam B(x,r) =2r, Vz & R™r > 0.

¢) Fiir jede Teilmenge A # 0 gilt: )
A 4) — d(y, ) < [z — gl ¥ 7,y € R™ (Ubung).

Definition 2.38 A C R™ heifit offen, wenn zu jedem x € A ein € > 0 ecxistiert mit
B(z,e) C A. A CR™ heifit abgeschlossen, wenn R™\ A offen ist.

Beispiel 2.39

a) O und R™ sind sowohl offen als auch abgeschlossen.

b) Die ,offene Kugel B (x,r) :={y e R™: ||z —y| < r} ist offen, Vo € R"Vr > 0.
Beweis: Es seiy €B (z,r) und € := 5(r — ||z — y]|).
Wir zeigen: B(y,¢) CB (x,7). Sei

2€By.e)~ o=z <llz—yl+ly -zl <llz—y|+e
= (r+llz—yl) <r
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c) Die ,abgeschlossene® Kugel B(x,r) ist abgeschlossen, ¥V x € R™Yr > 0.
Beweis:
Wir zeigen: R™\B(z,r) = {y € R™ : ||x — y|| > r} ist offen.
Es seiy € R™\B(x,r), d. h., ||t —y| > r.
Wir setzen € := L(|lx — y|| — r) und zeigen B(y,e) C R™\B(x, 7).
Sei z € B(y,e). Dann gilt ||z —y|| < ||z — 2| + ||z — v
o=z 2 lle—yll=lly =zl = [le —yll —e > llz -yl —2e =7
~ z € R™M\ B(x,r). O

d) Ist A C R™ offen, so gilt A = |J B(z,e(x)) mit einem geeignet gewdhltem
€A
e(x) > 0 fir jedes z € A.
Beweis:
Es sei x € A bel. Dann existiert ein e(x) > 0 mit der Figenschaft B(x,e(x)) C A
UJ

(da A offen). Also gilt |J B(z,e(x)) € A. Die andere Inklusion ist trivial.
€A

e) Firm =1 ist die Menge A := [0, 1] weder offen noch abgeschlossen (Ubung).

Satz 2.40 FEs sei (A))aer eine Familie von Teilmengen von R™.

a) Sind die Mengen Ay, Y\ € L, offen bzw. abgeschlossen, so ist |J Ay offen bzw.
AeL
() Ay abgeschlossen.
XeL

b) Die Indexmenge L sei endlich. Sind die Mengen Ay, YA € L, offen bzw. abge-

schlossen, so ist auch () Ay offen bzw. |J Ay abgeschlossen.
AEL AeL

Beweis:
Wir betrachten zunéchst den Fall offener Mengen Ay, VA € L.

a) Essei z € |J A,. Dann existiert ein \g € L mit x € A,,.
AEL
Da A,, offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit B(z,e) C Ay, € |J A.x.

AeL
Also ist auch |J A, offen.

AEL

b) Esseixz € () Ay~ z € Ay, VA€ L.
AEL
Da alle A, offen sind, existiert fiir jedes A € L ein €y > 0 mit B(z,¢)).

Wir definieren € := min{e, : A € L}.
Da L endlich ist, gilt ¢ > 0 und B(z,e) C Ay, VA € L.
Also gilt auch B(z,e) C J Ax.
AEL
Im Fall, daf3 alle Mengen A,, VA € L, abgeschlossen sind, verwendet man die Mor-
gan’sche Regel (vgl. Kap. 1.2) und z. B. in Teil b) die Aussage

R™\ (U AA) = N(®R™A4,)  (Ubung).

\eL AEL O
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Beispiel 2.41 Wir zeigen, daff Satz 2.40b) i. a. nicht fir unendliche Indexmengen L
richtig ist. Es gilt:

1
ﬂ{xeR:x>——}:{xER:x20}
nelN n
Die Mengen auf der linken Seite der Gleichung sind offene Mengen und die Menge
rechts ist abgeschlossen.

Definition 2.42 FEs sei A eine Teilmenge von R™.

a) © € R™ heifst Hiufungspunkt von A, falls fiir jedes € > 0 gilt:

AN B(x,e)\{z} #0.

x € A heif$t isolierter Punkt von A, falls x kein Hdufungspunkt von A ist.

b) x € R™ heifit innerer (bzw. duferer) Punkt von A CR™, falls ein € > 0 existiert,
so daff B(z,e) C A (bzw. B(z,e) N A =10).
x € R™ heifit Randpunkt von A, falls fir jedes € > 0 gilt:

B(z,e)NA#0D und B(z,e) N (R™\A) # 0.

Beispiel 2.43

a) m=1,A:={L:ne IN}. Nach Satz 2.7 gilt:
B(0,e) N A\{0} = [—e,e] N A\{0} # 0, Ve > 0.
Also ist 0 Haufungspunkt von A.

b) m=1,A:=Q. Nach Satz 2.9 gilt: Vo € RVe > 0Ir € Q : r €]z — e,z +¢|.
Insbesondere bedeutet das B(x,e) NQ\{z} # 0, Ve > 0.
Also ist jede relle Zahl Hdaufungspunkt von Q.

c¢) Endliche Teilmengen A von R™ enthalten nur isolierte Punkte.
Beweis:
Set A={x,...,x,} und € :=

Dann gilt B(x;,e) N A\{z;} =0),Vi=1,...,n, d. h., z; ist kein Hiufungspunkt
von A, Vi=1,...,n. O

1 .
5 mmlln . |z; — ;|| > 0.

d) Es seix ¢ A. x ist Hiufungspunkt von A gdw. = ist Randpunkt.
Beweis:
Es seix ¢ A CR™ und es sei x Héaufungspunkt von A. Dann:
AN B(z,e)\{z} = AN B(z,e) #0 und z € B(xz,e) N (R™\A).
Deshalb ist x Randpunkt von A.
Es sei nun x ein Randpunkt von A und es sei e > 0 bel.
~ B(z,e) N A\{z} = B(z,e) NA# ]
~ x ist Haufungspunkt von A. O

Definition 2.44 FEs sei A eine Teilmenge von R™.
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a) A :={x € R™: x ist Hiufungspunkt von A},

A:=1int (A) .= {z € A: x ist innerer Punkt von A}.

A:=cl(A) = N D heifst Abschlieffung von A.
ACDCR™
D abgeschlossen

bd(A) := {z € R™ : z ist Randpunkt von A} heifit Randmenge (Rand) von A.

Man nennt /01 auch ,Inneres“ wvon A und es bedeutet int=interior, cl=closure,
bd=boundary.

b) A heifit dicht bzgl. einer Menge B C R™ falls B C A.

A heif$t (tiberall) dicht, falls A = R™.

Satz 2.45 FEs sei A eine Teilmenge von R™. Dann gilt:

a) A=AUA"

b) A ist abgeschlossen (bzw. offen) gdw. A= A (bzw. A = ;1)

Beweis:

a)

Zunichst ist klar, da A C A nach Definition 2.44, da A nach Satz 2.40 abge-
schlossen ist. Wir zeigen: A’ C A.

Annahme: 3z € A’ mit x ¢ A.

Da R™\ A offen ist, existiert ¢ > 0 mit B(x,e) C R™\ A.

~ AN B(x,e)\{z} = AN B(z,e) =0 ~ x ¢ A’ ~ Widerspruch.

Also gilt: AUA’ C A.

Fiir den Beweis der umgekehrten Inklusion sei # € A\ A.

Annahme: z ist kein Haufungspunkt von A.

Dann existiert ein g9 > 0, so dal AN B(z,¢e0) \ {z} = 0.

~ AN E}(az,eo) =0 (daxegA),dh, AC fl\f}(az,eo).

Da die Menge A\ L()?(:c, €o) abgeschlossen ist, gilt A € A\ f}(az, £0)-
~» Widerspruch zu z € A. Also mufl x € A’ gelten.

Ist A abgeschlossen so gilt A C A. Die Inklusion A C A ist aber klar. Gilt
A = A, so ist A abgeschlossen, da A abgeschlossen ist.

Ist A offen, so gilt A C ;1, andererseits ist die Inklusion ;1 C A klar. Gilt umge-
kehrt A = ;1, so ist A offen, da ;1 offen ist. O

Beispiel 2.46

a) m=1,A:={l:nec N}

A ={0}, A={0,1 :ne N}, A=0, bd(A) = {0, L : n € IN} (vgl. 2.43).

b) m=1,A:=]0,1]~ A’ =[0,1], A = [0,1], 4 = A, bd(4) = {0,1}

¢)m=1,A:=QwQ =R=0, d h., Q ist dicht, Q = 0 und bd(Q) = R.
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d) clé(w,'r’) = B(x,r),Voz € R"Vr > 0.
(,Die Abschlieffung der offenen Kugel ist gerade die abgeschlossene Kugel®.)
Beweis:
Die Inklusion ,C “ st klar nach Definition der Abschlieffung und da B(x,r)
abgeschlossen ist (vgl. 2.39).
Es sei nun y € B(z,r) \ é(x,r), d.h., ly|| =r.
Wir zeigen: y ist Randpunkt von B(x,r).
(~ y ist Hiufungspunkt von é(:p,r) (2.46) ~ y € Clé(l‘, r) (2.45)).
Seie >0 bel. ~ B(y,e)N B (z,7) # 0 und
B(y,e) N (R™\ B(z,r)) # 0,
(durch Betrachtung der Geraden durch x und y!) O

o [s gilt: bd(A) = (A'\ ;1) U{x € A: x ist isolierter Punkt von A} (Ubung)

Alle Uberlegungen zur ,inneren Geometrie“ des R™ seit Definition 2.36 beruhten aus-
schliellich auf dem Begriff der Kugel und damit dem Begriff des Euklidischen Abstandes
(vgl. 2.33). Wir kommen nun zum fiir die Mathematik zentralen Begriff der Konvergenz
einer Folge (im R™).

Definition 2.47 Es seien (x,)nev €ine Folge von Elementen aus R™ und x € R™.
(Tn)nen heifst konvergent gegen x, falls

Ve > 03ng(e) € IN : ||x, — x| <&, Yn > ng(e).

x heifst Grenzwert oder Limes der Folge (xy)nenv. (Tn)nen heifit konvergent, falls ein
x € R™ existiert, so daff (x,)nenw gegen x konvergent ist. Schreibweise:

. —_—
r= lim x,, x,n-0x

n—oo

Beispiel 2.48

a) m:=1,z,:= %, Vn e IN.
Nach Satz 2.9 qilt: Ve > 0dng € IN : nio < ¢. Daraus folgt:

1
o

< —<eg, Vn2>ng.

S

Deshalb konvergiert (2),cnv gegen Null.

b) m:=1,r € —1,1[. Dann gilt: lim r* = 0.

Beweis: Fiir r = 0 ist die Aussage klar. Es sei v # 0 und es sei € > 0 beliebig
gewdhit. Wir setzen a := &(1—|r|) > 0 und wihlen ny(e) € IN, so daf = < ny(e)

ol

(Satz 2.7). Dann gilt V'n > no(e) mit Hilfe von Satz 2.10:

1 " 1 1 1 1
=0 = Ir") = " = - < e S e € g < o0
1+a (1+a)® = 1+na ~ na =~ ng(e)a
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c) m := 1. Die beiden folgenden Folgen sind nicht konvergent (in R):

(n)nelN und (xn)new mit Ty 1=

{ 0, n gerade

1, n ungerade

Beweis:
(Tn)nemw st nicht konvergent bedeutet:

Vo eR3Ig > 0Vn € INIk(n) > n: [|zgm) — 2| > <o.

Wir betrachten zundchst die Folge (n)pemn.

Es sei x € R,gg :=1 und k(n) := max{n,ny + 1}, wobei

nog € IN so gewdhlt ist, daf$ |x| < ng.

~eg=1<k(n)—|z| <|k(n) —x|, Yn € IN.

Fiir die zweite Folge wdhlen wir €y := max{|z|,|1 — z|} und

o 2n+1 , fallseg = |1 — x|
k(n) = { o . falls e = |2 ,Vn e IN.
v = |Tpmy — x|, Yn € IN. O

d) Ist (zn)nen konvergent gegen x € R™, so konvergiert die Folge (||xy||)nen der
Normen der Folgenelemente in R gegen ||z||.
(Der Beweis folgt aus der Ungleichung |||x.| — ||z||| < ||@n—z| (vgl. Satz 2.35).)

Lemma 2.49
Jede in R™ konvergente Folge besitzt einen eindeutig bestimmten Grenzwert.

Beweis:
Annahme: Es existiert eine Folge (x,)nen in R™ und Elemente x,Z € R™ mit x # &
und z = lim z,,2 = lim z,.

n—0o0 n—oo

Wir wéhlen € > 0 nun so, dafl 2¢ < ||z — Z|| gilt. Wegen obiger Annahme existieren
Zahlen ny(e) € IN und np(e) € IV, so dafl

|z —x,|| <e,Vn>no(e), und ||T — z,|| < e,¥n > np(e).
Dann gilt fiir jedes n > max{ng(g), no(e)} :
2e < ||z —z|| < ||l — x| + ||z — || < €+ =2e ~ Widerspruch! [

Der Konvergenzbegriff erlaubt nun eine neue Charakterisierung der Menge aller Hau-
fungspunkte und der Abschlieung einer Menge.

Satz 2.50 Es sei A eine Teilmenge von R™.

a) Fiir jedes x € A’ ezistiert eine Folge (z,)nen von Elementen aus A, die gegen x
konvergiert .

b) Ist (z,)nen eine konvergente Folge aus A, so gehirt ihr Grenzwert zu A.
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Beweis:

a) Es sei z € A" und wir betrachten die Mengen
1
A, = (AN B(z, ﬁ)) \{z} #0,Vne IN.
Wir wahlen sukzessive x1 € Ay, x, € A,,Vn > 2, und erhalten
1
|z —x,|| < —und x, € A, Vn € IN.
n

Aus Beispiel 2.48 a) folgt dann die Konvergenz von (z,)n,en gegen .

b) Essei (2,)new eine Folge von Elementen aus A, die gegen ein x € R™ konvergiert.

Annahme: v ¢ A.

Da A abgeschlossen ist, ist R™\ A offen. Deshalb existiert ein gy > 0, so daf
B(x,g0) CR™\A.

~ x, ¢ B(x,e0) oder ||x — xz,|| > &9, Vn € IN.

~> (T )nev ist nicht gegen x konvergent ~~ Widerspruch! O

Satz 2.50 besagt, da die AbschlieBung A die Menge A und alle Grenzwerte von kon-
vergenten Folgen aus A enthélt.

Bemerkung 2.51 In Definition 1.9 wurde allgemein der Begriff einer Folge

(Tn)nenv und einer Teilfolge eingefiihrt. Wir nehmen im folgenden stets an, dafi Teil-
folgen die Form haben: (xy),car IN C IN und IN unendlich.

Da IN und IN beide abzihlbar sind, existiert eine bijektive Abbildung k : IN — IN,
die die folgende Schreibweise einer Teilfolge ermdglicht:

(JTk(n))nezzv

Dabei nehmen wir o.B.d.A. an, daf$ k(1) < k(2) <---<k(n+1) <--- gilt.

Eine Teilfolge (7,),,c i vo1 (Ty)new st dementsprechend konvergent gegen ein Element
x € R™, falls

Ve > 03ng(e)IN Vn > ng(e) : ||o — )| < € oder

Ve > 03ng(e)IN Vn € IN,n > ng(e) : ||z — 2, < e.

. . —_—
Schreibweise: Ty(y) n—oo .

Satz 2.52 Fine Folge (x,)nerv in R™ ist gegen x € R™ konvergent gdw. jede ihrer
Teilfolgen gegen x konvergiert.

Beweis:

(=) Ist (x,) gegen x konvergent, so gilt:
Ve > 03dnp(e) € INVn > ng(e) : ||z — x| < e.
Ist nun IN eine bel. unendliche Teilmenge von IN, so folgt erst recht, daf3
Ve > 03ng(e) € INVn € IN,n > ng(e) : ||z — z,|| < .
Deshalb ist die Teilfolge (x,),c5 konvergent.
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(«<=) Annahme: Die Folge (z,)nen konvergiert nicht gegen x, d. h.,
Jeo > 0Vn € INJk(n) > n : ||z — Tkw)|| > <o
Dies bedeutet: Die Teilfolge (2x(n))nenw von (z,)nenv konvergiert nicht gegen .
~» Widerspruch! O

Satz 2.52 motiviert uns nun, nach Bedingungen zu suchen, die die Konvergenz von
Teilfolgen einer Folge nach sich ziehen.

Definition 2.53
Es sei (x,) eine Folge in R. Diese heifst

— (streng) monoton wachsend, falls x, 11 > x, (Tpy1 > x,), Yn € IN;

— (streng) monoton fallend, falls 11 < x, (Tpy1 < x,), Vn € IN;

— monoton, falls sie monoton wachsend oder monoton fallend ist;

Nullfolge, falls lim x,, = 0.

Satz 2.54
Jede Folge in R enthdlt eine monotone Teilfolge.

Beweis:
Wir definieren fiir eine gegebene Folge (z,,) in R die Menge

M:={me N :z, > z,,Yn>m}.

(Beispiele: (%)nEIN = M=0, (1,2,1,4,1,6,1,8,1,...) = M ={1,3,5,7,...})
Wir unterscheiden nun die folgenden beiden Félle:

(i) M ist nicht endlich:
Es seien m(n) € M, Vn € IN, mit m(1) < m(2) <m(3) < ...
Dann gilt nach Definition von M:

Tm1) < Tim@) < Tip@) < - -

Also ist die Teilfolge (2, (n))nenw monoton wachsend.

(ii) M ist endlich:
Ist M = (), setzen wir formal max M = 0. Andernfalls ist max M € IN.
~>m ¢ M, Vm > max M.
(m ¢ M bedeutet: In(m) € IN, n(m) > m, so daBl z,,(,) < Tp)
Wir konstruieren nun induktiv:

n(l) € IN, n(l) >maxM  beliebig;
n(k) € N, n(k)>n(k—1), Vke N, k>2, sodaf

Tnk) < Tn(k-1)-

Dann ist die Folge (zn))renv streng monoton fallend.
In beiden Fillen gelingt es also, eine monotone Teilfolge auszuwéhlen. O
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Satz 2.55
FEine monotone Folge (x,) in R ist konvergent gdw. {x, : n € IN} beschrdankt ist.
Ist (z,,) monoton wachsend, so gilt lim z,, = sup{x, : n € IN},

ist (z,,) monoton fallend, so gilt lim z, = inf{x, : n € IN}.

Beweis:

Die eine Richtung ist trivial, da konvergente Folgen beschrankt sind (vgl. Satz 2.61).Fiir
die andere Richtung sei (z,) beschréankt und 0.B.d.A. monoton wachsend.

Wir zeigen: (z,,) ist konvergent.

Nach Voraussetzung gilt s := sup{z, : n € IN} € R. Sei ¢ > 0 beliebig gewéhlt. Nach
Definition des Supremums existiert nun ein n,(¢) € IN, so dal s —e < x,,, < s.
Wegen der Monotonie der Folge gilt dann aber

s—e<wp, <z,<s, VnelN,n>n,,
~ s — x| <e, Vno>n,.

Also ist s Grenzwert der Folge (x,). Fiir monoton fallende Folgen argumentiert man
analog. O

Folgerung 2.56
Jede in R beschrdankte Folge (x,) (d.h. {x, : n € IN} ist beschrinkt) besitzt eine
konvergente Teilfolge.

Beweis:

Die nach Satz 2.54 existierende monotone Teilfolge von (x,,) ist nach Satz 2.55 konver-
gent. 0
Lemma 2.57

Fine Folge (z,)neny in R™ ist konvergent gdw. thre Komponentenfolgen (x,(f)), Vi =

1,...,m, konvergent sind.
(Hierbei ist also x, = (2, ..., 20), ¥n € IN.)

Beweis:
Eine Folge (z,) konvergiert in R™ gegen x € R™ gdw.

Ve > 03ng(e) € IN Vn > ng(e) : ||z, — | = Z 2 — 202 < &
i=1
Gilt ||z, — z|| < e, so auch |:13£f) —2W| <eg Vi=1,...,m, dh. (:pg)) konvergiert gegen
29D Vi=1,...,m. Ist umgekehrt ein € > 0 beliebig vorgegeben, so existiert fiir jedes

i€ {l,...,m} ein n(()l) € IN, so daB

2@ — 20| < % , Vn> ng).
Folglich gilt fiir n > max{ng) c1=1,...,m}, dafl

m m 2
o2 (i) _ ()2 € _ 2
|zn — z||* = ?1 |z — 2™]® < ;1 = O
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Definition 2.58 FEine Menge A C R™ heifit relativ kompakt, falls jede Folge (x,,) in
A eine konvergente Teilfolge besitzt.
A CR™ heifit kompakt, falls A relativ kompakt und abgeschlossen ist.

Satz 2.59 (Bolzano)
Fiir eine Menge A C R™ sind folgende Aussagen dquivalent:

a) A ist beschrinkt.

b) A ist relativ kompakt.

Beweis:

b) = a) : A C R™ sei relativ kompakt und es sei € > 0 bel. gewahlt.
Wir wihlen z; € A (0.B.d.A. A # ()). Dann sind 2 Fille moglich:
1. Fall: A C B(xy,¢) ~ n(e) == 1.
2. Fall: 3zy € A mit ||z — 21| > €.
Jetzt gibt es wiederum 2 Fille:
1. Fall: A C B(z1,e) U B(xg,¢) ~ n(e) :=2.
2. Fall: 3z3 € A\(B(z1,e) U B(xq,¢)), d. h., ||z1 — 23] > €, ||xe — 23| > €.
Diesen Prozef§ setzen wir fort und erhalten im n-ten Schritt

n—1

T, € A\ U B(z;,¢).

i=1

Annahme: Dieser Prozef3 bricht nicht nach endlich vielen Schritten ab.
Dann haben wir eine Folge (z,,)n,env in A konstruiert, die die Eigenschaft besitzt

|xn — x| > €, Vn,m € IN,n # m.

Diese Folge kann keine konvergente Teilfolge besitzen. Dies ist aber ein Wider-
spruch zur relativen Kompaktheit von A! Also mufl dieser ProzeBl nach einer
endlichen Anzahl n(e) von Schritten abbrechen!

Damit zeigen wir jetzt, daB sup [z — y|| € R gilt. Es seien x,y € A bel.
z,ycA
gewéhlt und wir setzen € := 1. Nach unserer obigen Betrachtung existieren Punk-

te {z1,...., 2y} und i, € {1,...,n(e)} sodaB ||z — ;|| < LTund ||y — ;]| < 1.
Damit erhalten wir

Iz =yl < lle =l + o = 2l + oy —wll < 2+ max fles = 2]
Auf der rechten Seite steht aber eine fixe obere Schranke fiir ||z — y||.

a) = b): Zu zeigen: A C R™ ist beschréankt=- A ist relativ kompakt.
Es sei (z,,) eine Folge in A. Dann ist die Menge {x,, : n € IN} beschriankt in R™.
Insbesondere existiert eine Konstante C' > 0, daf |x,(f)| < ||znlleo < C, Vn € IN,
Vi = 1,...,m. Deshalb liegen auch die Folgen (xﬁf)) fiir jedes ¢ = 1,...,m in
einer beschrankten Teilmenge von R.
Wir wenden nun Folgerung 2.56 zunéchst auf (z,(1)) an und schluBfolgern, daf
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(:1:511)) eine konvergente Teilfolge (q:k (n)) besitzt. Wir betrachten nun die Teilfolge

(x,(fl)(n)) von (x,(f)) und wenden darauf Folgerung 2.56 an. Wieder schluf}folgern wir

die Existenz einer konvergenten Teilfolge (a:,(i)(n)). Danach betrachten wir (:L’,(f)( )

usw. Schliellich erhalten wir eine konvergente Teilfolge (:Eém)( )) Nun ist aber die

Folge (:c,(;)n (n)) €ine konvergente Teilfolge von (:cn ) fiir jedes i = 1, ..., m. Deshalb
konvergiert nach Lemma 2.57 die Folge (z,, (n))nen in R™ und (xn) besitzt eine
konvergente Teilfolge. O

Definition 2.60 FEine Folge (x,)nen heifit Fundamentalfolge (oder Cauchy-Folge),
fallsVe > 03ng(e) € IN : ||z, — x| <&, Yn,m > ng(e) .

Satz 2.61
FEine Folge (x,,)nen in R™ ist konvergent gdw. sie eine Fundamentalfolge ist.

Uberdies ist jede Fundamentalfolge beschrinkt.

Beweis:

(=)

Es sei (z,) konvergent gegen x € R™ und € > 0 sei bel. gewéhlt. Dann existiert
ein no(5) € IN mit ||z, — 2| < 5, Vn >ne(5) .
Daraus folgt fiir alle m,n > ny(5):

3 £
20 = 2l < ln = 2]+ flo =zl < 5 +5 =2

~ (x,) ist eine Fundamentalfolge.

Es sei (z,,) eine Fundamentalfolge und wir setzen € := 1 .
Dann existiert ein ng € IN mit ||z, — x| <&, Vn,m > nyg .
Wir definieren

r = max {5, ~ max ||:L‘, xn0||}

und erhalten z,, € B(z,,,r), Vn € IN. Also gehort die Folge (x,,) zu einer be-
schriankten Menge. Nach Satz 2.57 besitzt diese Folge deshalb eine konvergente
Teilfolge (2,), .5, IN C IN . Es bezeichne 2 € R™ ihren Grenzwert.

Wir zeigen: Die gesamte Folge (z,,) konvergiert gegen x.

Es sei also € > 0 bel. gewihlt.

Dann existiert ein ng(5) € IN mit |z, — 2| < 5,Vn,m > ny(5) und ein
ig(5) € IN mit ||, — x| < 5, Vn >g(5),n € N .

Es seien nun n,m > max {no (%) (%)} n € IN,m e IN . Dann gilt:
e €
i = ol < = ol + am — 2l < S+ 5 =

Also ist (z,,)nen gegen x konvergent. O
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Bemerkung 2.62 AufR™ kann man noch viele weitere ,Normen*, d. h. Abbildungen
von R™ in Ry mit den Eigenschaften (i)-(i1i) von Satz 2.38 angeben.
Wichtige Beispiele:

aaaa

Die bisher betrachtete Euklidische Norm ist damit || - ||z .

Die Eigenschaften (i) und (ii) sind fir alle diese Normen einfach einzusehen, auch die
Dreiecksungleichung fir || - ||oo -

Ubung: Man beweise die Dreiecksungleichung fiir || - ||,,p > 1.

Definition 2.63 Zwei Normen || - || und || - ||« auf R™ heifien dquivalent, falls Kon-
stanten C7 > 0,Cy > 0 ewistieren, so dafs

Cillzll < [lzll« < Coffzf], Vo € R™.

Beispiel 2.64 Es gilt |z;| < ||z|,, Vj=1,...,m, Vo = (21,...,2,) € R™ und

=1,...

2
Boo

Also sind || - ||, und || - ||oo dquivalent.

Es gilt: ||z||y = 3. |@i| < m2||z|y (nach 2.37 ). -1 N
i=1

Was sind die Einheitskugeln By ((0,0), 1)
und B1((0,0),1) bzgl. || - |l bzw. || - |1 ¢
Antwort: siehe Abbildung

Bemerkung 2.65 Fiir dquivalente Normen gilt, daf$ Folgen, die bzgl. der einen Norm
konvergent sind, auch bzgl. der anderen gegen denselben Grenzwert konvergieren. Au-
ferdem bleiben auch simtliche Begriffe und Zusammenhdnge der inneren Geometrie
(wie offen, abgeschlossen, beschrinkt, kompakt usw.) beim Ubergang zwischen dquiva-
lenten Normen erhalten !

Wir vergewissern uns dessen im Fall der ,Offenheit* von Mengen. Es seien also || - ||

und || - ||+« zwei dquivalente Normen in R™.

Aussage: Fine Menge A C R™ ist offen bzgl. || - || gdw. A offen bzgl. || - ||« ist.
Beweis:

(=) Es sei A offen bzgl. || - || und es sei x € A beliebig gewdhlt.

~~Je>0:{y:lr—y|| <} CA
w{y:glle =yl <e} S{y:lla -yl <epC A
~{y e =yl < Cre} C A und A st offen bzgl. || - ||«

(<) Analog nutzt man die Inklusion {y : |z —yl| < &} C{y: |z —yl. < e} O

49



Im Raum R™ gilt die folgende bemerkenswerte Aussage.

Satz 2.66 Im Raum R™ sind je zwei beliebige Normen dquivalent.

Beweis:
Es geniigt zu zeigen, daf jede Norm auf R™ zur Euklidischen Norm || - || dquivalent
ist. Es ist also || - || eine Norm auf R™. Fiir jedes x € R™ gilt mit den kanonischen

Einheitsvektoren e; (vgl. 2.36) die Darstellung = = ) z;e;. Es folgt:
j=1

[l < 22 lwgesll = X2 sl Hlesll < (E \%\2> <Z H€jH2>
j=1 j=1 j=1 j=1

. 3
= <Z H€jH2> 1]
j=1

. 3
Also gilt mit Cy := [ Y |les)1? ] , daB ||z|| < Col|x|2, V2 € R™.
j=1

Jetzt betrachten wir die ,,Einheitssphére S := {x € R™ : ||z||s = 1}. Diese Menge ist

beschréankt und abgeschlossen, also auch kompakt bzgl. || - [|2.

Wir betrachten nun die Zahl C) := ing |z|| > 0 und wir wéhlen eine Folge (z,,) in S
re

mit ||z, nooo ing |z||. Da S kompakt ist, existiert eine bzgl. || -||2 konvergente Teilfolge
re

(Tk(ny) von (z,,). D.h. es existiert ein z, € S mit

Deshalb gilt auch ||z, .|| oo ||2,]| und damit Cy = ||z.|.
Folglich gilt C; > 0, da x, # O.
Ist nun z € R™\{©} bel. gewihlt, so gilt —=— € S und folglich

llzll2

x 1
il = 7= llell = Gy, dohe, Crflelz < [l
[zl ]l
Fiir x = O gilt natiirlich die letztere Ungleichung trivialerweise. 0

Folglich sind die innere Geometrie und der Konvergenzbegriff in R™ unabhéngig von
der Wahl der konkreten Norm.
SchliefSlich gehen wir nochmals auf Folgen in R ein.

Satz 2.67 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)
Es seien (x,) und (y,) in R konvergente Folgen (gegen x € R bzw. y € R). Dann gilt:

a) Fir beliebige o, B € R konvergiert die Folge (ax, + By,) gegen ax + Py.

b) Die Folge (x,y,) konvergiert gegen xy.

50



c) Falls y # 0, so existiert ein n, € IN mit y, # 0, Vn > n,, und die Folge (mi)mn

n

konvergiert gegen .
d) (|x,|) ist konvergent gegen |z|.
Beweis:

a) Es gilt fiir alle n € IN:

|@n + Byn — (ax + By)| < ||z, — x] + [Bllyn — vl

Sei € > 0 beliebig vorgegeben.
Nach Vor. existieren n,(c) € IN bzw. n,(c) € IN, so dafl

|z —

|y — 9| Vn > n,(e).

S o TTan
L+ laf +17]
Deshalb folgt fiir alle n > max{n,(g), n,(¢) }:

lal + 18
ax, + Py, — (ar + fy)| < ————————e < e.
| x+ 09 < T a1

b) Es gilt fiir alle n € IN:

< zallyn — yl + |yl|2, — 2

Da (z,) konvergent ist, ist {z,, : n € IN} C R beschréinkt (Satz 2.59).
~3C >0 |z,| < C,Vn € IN.

Sei € > 0 beliebig vorgegeben.

Nach Vor. existieren ny(e) € IN bzw. ng(e) € IV, so da8l

|z, — x| < % ,Vn > ng(e)

)

19 ~
lyn — y| < 2 ,Yn > np(e)

1+ yl)

o langn = ay] < C + ol < & Y 2 max{no(e), ()}
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c) Sei y # 0. Dann existiert ein ng € IN mit |y| — |yn| < |y — yn| < % und folglich
% < |y,| fiir alle n > ng. Aulerdem gilt fiir n > ng:

T, T Ty x T T 1 1 1
— ===+ === < |—||v, 2|+ |z[|— - =
Yn Y Yn o Yn  Yn Y Yn n
1 z |1 1
= |—||lep,—2|+ ——=|— — —
Un [allyl 1oy
1 ||
< = (o =2+ lyn — yl)
Un vl
2 | 2]
< ol = 2[4+ Hyn = yl)
y vl
SchlieBlich fithrt man den Beweis analog zu Teil a) zu Ende. O

Definition 2.68
FEs sei (x,) eine Folge in R.

a) (x,) heifit divergent, wenn (z,) nicht in R konvergiert.

b) (z,) heifst bestimmt divergent (gegen +00 bzw. —o0), falls fir jedes r € R ein
no(r) € IN ezistiert, so daf§ x, > r bzw. x, <1, ¥n > n,(r).

L lim z, = +o00 bzw. lim x, = —o0,
Schreibweise: n—oo n—00
— —
Ty +o00  bzw. x, — 0.
n—oo n—oo

c) Die Menge L((x,)) aller Grenzwerte von konvergenten Teilfolgen von (x,) heifst
Limesmenge von (x,,).

d) Die Limesmenge L := L((x,)) der Folge (x,,) sei nichtleer. Ist (x,,) von oben (bzw.
unten) beschrankt, so heifit sup L bzw. inf £ limes superior bzw. limes inferior
der Folge (x,). Schreibweise:

limx, := limsupx, :=supl
n—oo n—oo

lim z,, := liminfz, :=inf L
n—oo n—oo

Ist (x,,) von oben (bzw. unten) nicht beschrinkt, so schreibt man auch
limsup z,, = +00 bzw. liminf z,, = —occ.

n—oo n—0oo

Bemerkung 2.69

Ist (x,,) von oben (bzw. unten) beschrdnkt, so ist auch L((x,)) nach oben (bzw. unten)
beschrinkt und limes superior (bzw. inferior) sind folglich definiert in R/

Satz 3.2 und Satz 3.3 ergeben, daf$ sup L bzw. inf L Grenzwerte gewisser monotoner
Teilfolgen von (z,) sind.

Aus den Definitionen ergibt sich ferner, daf$ eine Folge (x,,) konvergent ist in R gdw.

lim z, = lim x,,.
n—oo n—oo

(Bew.: inf L =sup L bedeutet: L # O und L einelementig.
Ferner muf (x,) beschrinkt sein und, folglich, jede Teilfolge
eine konvergente Teilfolge enthalten!)
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Beispiel 2.70

a) Seir € R. Dann gilt fir
|r] <1: lim " =0 (vgl. Bsp. 2.51b)),

n—oo

r=1 lm r"=1,

r<-—1: (r™) ist divergent,
r>1: (r™) ist bestimmt divergent gegen +oco, da (%)
Nullfolge ist.

b) Seik € IN, r € R mit |r| < 1. Dann gilt: lim n*r™ = 0.

n—oo

Bew.: Sei o0.B.d.A.r#0;a:= %| —1>0.

= (1 +a)

Sein > k+ 1. Dann gilt (Binomischer Lehrsatz (2.12)):
k < —%__ (Satz 2.12)

(kil)akﬂ

‘nk,rn‘ =n (1—|—1a)"

nk k 3 -
o e 2 3 (T ) S o0

1 (n—i)ak+1 i=1 e

=0
(letzteres folgt aus 3.7b)) O]

c) Die Folge (14 £)")nen ist monoton wachsend und konvergent gegen
e= 2.7182818284.
Bew.: Wir zeigen zundchst, daf$ die Folge monoton wachsend ist. Es gilt:

=

n

1 n+1 1
n 1
ntl 142

Also gilt: (1 + %H)nﬂ < (1 + %)n, Vn € IN.

Zum Beweis der Konvergenz der Folge verwenden wir Satz 3.3 und zeigen dazu
thre Beschrdinktheit. Aus dem Binomischen Lehrsatz erhalten wir fir beliebiges
nelN,n>2:

1\" “/n\ 1 “/n\ 1
(on) = 2= ()

IA
DO
+
.
b2
|
DO
+
o
|
1
AN
w



Also gilt: lim (1 + %)n = sup{ (1 + %)n :n € IN} =:e.
Die Dezimaldarstellung von e beweisen wir hier nicht ! [
d) Vr e R gilt: lim =3 = 0.
Bew.:  Wir wihlen n, € IN, so daf$ |r| < n,. Dann gilt firn > n,:

n n—me—1
Ir| _ I7] || || i °
HeTrE T < T ()

< C(n,,r) ((n(‘in) — 0 (wegen a))

n

[ (no+1)mott

wobet C(n,,r) : — 1 (nofl)rott

ne!  |r|otl 7| no!

Bemerkung 2.71
Im Falle x,, — £00 sagt man, £o0o sei der uneigentliche Grenzwert der Folge (x,,). Fir

die bestimmte Divergenz gelten die folgenden Figenschaften:

(1) (z,) bestimmt divergent, (y,) beschrdankt
~ (T, + yp) bestimmt divergent.

(ii) z, — 400, Yy — 400 ~ Ty, + Yp — +00, TpYy — 00

Die Symbole +00, —oo sind keine Zahlen. Jedoch kann man die eben dargestellten
Figenschaften (und dhnliche) wie folgt formalisieren:

(+00) + (+00) = 400, (Foo)+7r =400, VreR,
(—00) + (—o0) = —00,  r(to0) =+oc0,  Vr >0,
(+00)(+00) = +00, (—00)(—00) = +00, (—00)(+00) = —00.

Kein bestimmter Sinn kann allerdings den folgenden Ausdriicken zugeschrieben werden:
(+00) = (+00), £2, 0~ Fo0

Vereinbarung: —oo < 400, —00 < r < +00, Vr € R.
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3 Reihen

3.1 Reihen in C

Definition 3.1
FEs sei (ay,) eine Folge in C (bzw. speziell in R). Fir jedes n € IN betrachten wir

n
Sy = E ag.
k=1

Die Folge (s,,) heifit Folge der Partialsummen von (a,) oder unendliche Reihe (mit den
Gliedern a,,) und wird mit

o0

Z a, bezeichnet.
k=1

Definition 3.2

FEs sei (ay,) eine Folge in C, und a € C.

Die unendliche Reihe i ay, heift konvergent (gegen a), falls die Folge der Partialsum-
men (s,) (gegen a) koi;lergiert. Dann heifit a Summe der unendlichen Reihe.
Schreibweise: i ar = a (Doppelbedeutung der linken Seite!)

Anderenfalls ffe:i}?t die unendliche Reihe divergent.

Die unendliche Reihe Y ay heifit absolut konvergent, falls > |ax| konvergent ist.
k=1 k=1

Beispiel 3.3

a) Geometrische Reihe: Y a*, a e C.
k=0

Es gilt: s, = > aF = %, Vn € INg,a # 1.
k=0

1 . |a‘n+1

Also gilt: ‘sn — E‘ = izl Vn € INy.

D.h. fir la| <1 ist die geometrische Reihe konvergent und es gilt:

1
Zakzl—a

k=1

o0

Die Reihe ist nach Def. 3.2 dann sogar absolut konvergent. Fir |a| > 1 ist die
geometrische Reihe divergent!

b) m-Darstellung reeller Zahlen:
Fiirm e IN, m > 2, erlaubt jedes x € R, x > 0, die Darstellung

x = sup{z zmF~":n e IN}Y  (Bem. 2.18)
i=1
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wobei k € INg, zz € {n € INg :n <m —1},i € IN.

Da die Folge (s,), 8, := Y. zzm*~% ¥n € IN, monoton wachsend und beschrinkt
i=1

ist, gilt nach Satz 3.3: v = lim s, = > z;m*".
n—00 i=1
Dies ist also eine neue Interpretation der m-Darstellung einer reellen Zahl als

unendliche Reihe!

Satz 3.4
FEs sei (ay,) eine Folge komplexer Zahlen.

a) Die Reihe Y ay ist konvergent gdw. Ve > 03n,(e) € IN so dafs
k=1

Z ag| <e, Vm>n>n,(e).
k=n+1
b) Ist die Reihe ) aj absolut konvergent, so ist sie auch konvergent.
k=1

c) Ist die Reihe ) ay konvergent, so ist (a,) eine Nullfolge.
k=1

d) Gilt a, € R, a, >0, Yn € IN, so konvergiert die Rethe > ay genau dann, wenn
k=1

die Folge ihrer Partialsummen (s,) beschrankt ist.

e) Sind auflerdem o, f € C und ist (b,) eine weitere Folge komplexer Zahlen, so dafs
ciz(')e Reihen .
> ar und Y by konvergent sind, so ist auch die Reihe

k=1 k=1
> (aay + Bby) konvergent und es gilt
k=1

> (aap +Bby) =) ap+ 5 b
=1 =1 =1

Beweis:

a) Nach Satz 2.64 ist die Reihe > a; konvergent gdw. die Folge der Partialsummen
k=1

(sn) eine Fundamentalfolge in (C, | - |) ist. Wegen der Beziehung

m
|Sm — Sn| = | Z ag| fiir m > n, folgt daraus die Aussage.
k=n+1

m

b) Die Aussage folgt wegen | > ap| < > |ag| = s — sp <& Vm >n > n,(e),
k=n-+1 k=n-+1

aus der vorausgesetzten absoluten Konvergenz der Reihe und a).
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c) Sei Z ar, konvergent.
Aus a) folgt speziell fiir m :=n +1:Ve > 03n,(c) € IN:

lani1| <&, Vn >mn,(e).
D.h. (a,) ist eine Nullfolge.

d) folgt sofort aus Satz 2.58, da die Folge der Partialsummen (s, ) monoton wachsend
1st.

e) folgt wegen Z (aay, + Bby) = « Z ap + Y. nby aus Satz 2.70a) angewendet auf
k=1 =1 k=1
die Folgen der Partialsummen belder Reihen. U

Beispiel 3.5

o
Harmonische Reihe: > 7
k=1

Nach Satz 3.4d) ist diese Reihe konvergent gdw. die Folge (Z %) der Partialsum-
k=1 nelN
men beschrankt ist. ©

Wir zeigen: Die letztere Folge ist nicht beschrankt!
Behauptung: 2 +1 < sy <n+ %, Vn € IN (wobei s, =3 1, Vn € IN).
- k=1

Beweis:
Fiir n = 1 ist die Behauptung richtig. Die Aussage sei fiir n — 1 richtig, d.h., es gelte
5+ % < Sgn1 < — % Dann erhalten wir

on

3 1 11
5271 - 8277,71 — E Z 2 _2n — 5
k=2n—141
n—1 o
< g =1

WSQnZSQn—l—f—%Z%—'—l
WSQnSSQn—l—f—lSTL—i—%. |:|
Also ist die Folge (s,) nicht beschrinkt und deshalb die harmonische Reihe divergent!

(obwohl (s,,) sehr langsam wdchst; es gilt: z.B. ss000 = 9.0945, 10000 = 9.7876, S100000 =
12.090146.)

Im folgenden beschéftigen wir uns nun mit Konvergenz— und Divergenz—Kriterien fiir
unendliche Reihen, d.h. hinreichenden Bedingungen fiir Konvergenz bzw. Divergenz,
die einfach zu {iberpriifen sind.

Satz 3.6 (Leibniz—Kriterium fir alternierende Reihen)
FEs sei (ay,) eine monoton fallende Nullfolge mit a,, > 0, Vn € IN. Dann ist die “alter-

nierende” Reihe > (—1)*ay, konvergent und fiir ihre Summe a gilt:
k=1

n

o= (=1)far| < apsr, Vn e NN
k=1
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Beweis:

Von der Folge (s,) = (" (—1)*ax) betrachten wir die Teilfolgen (S, )men und

k=1
(82m+1)m617\70' Es gﬂt
Som+t2 = Som — Uom41 + Aomt2 < Som, VM € IV,
Som43 = Som41 T 2mi2 — Q2mg3 = Somy1, VM € INp.

~~ (S2,) ist monoton fallend und (ss,,4+1) monoton wachsend.

Ferner gilt: —a; <'s, < as, Vn € IN.

Deshalb ist (s,) beschrinkt und beide Teilfolgen sind konvergent!

Wegen s9,,11 — Som = aopmy1 und anHmjooO haben aber beide Teilfolgen denselben
Grenzwert a.

Wegen der Wahl der Teilfolgen (sie “zerlegen” die gesamte Folge (s,)) konvergiert
deshalb (s,) gegen a.

Wir betrachten nun n,m € IN mit m > n:

m
> |8 — S| = | Z (_l)jaj| = |ant1 — Gny2 + Apyz .| < anpa

j=n+1
~ |a_8n| :nll—{noo|$m_8n| San—l—l O

Beispiel 3.7

T PR k411
Leibnizsche Reihe: kzl(—l) e
Diese Reihe ist nach Satz 3.6 konvergent und fir ihre Summe a gilt: |a — s,| <

Vn € IN.
Es g’llt S1000 — 0692647, $10000 — 0.693097

a = 0.693147,
Allerdings ist die Leibnizsche Reihe nicht absolut konvergent! (nach Bsp. 3.5)

1
n+1’

Satz 3.8 (Majoranten— bzw. Minoranten—Kriterium,)
Es seien (a,) und (b,) Folgen in R.

a) Euxistiert einn, € IN, so daf$ |a,| < b,, Yn > n,, und ist die Reihe »_ by, konvergent,
k=1

o0
so ist die Reihe ) ay absolut konvergent.
k=1

b) Euxistiert ein n, € IN, so daff 0 < b, < a,, Yn > n,, und ist die Reihe Y by
k=1

o
divergent, so ist auch > a; divergent.

k=1
Beweis:
m m
a) Fir alle m >n >n, gilt: > |ax| < > b
k=n+1 k=n+1
o0
Die Behauptung folgt nun aus der vorausgesetzten Konvergenz der Reihe > by

k=1

und aus Satz 3.4a).
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b) Fiir die Partialsummen der Reihen gilt fir n > n,:

0<s,—5,, = i b, < i ak =: Sp — Sn,-

k=no+1 k=no,+1

Nach Voraussetzung mufl die monoton wachsende Folge (s, — s,,) unbeschréinkt
wachsen, da sie sonst konvergent wére.
Dasselbe gilt dann wegen s, — s, < §, — §,, auch fir (§,)! O

Satz 3.9 (Wurzelkriterium)

FEs sei (ay) eine Folge in C und o := lim {/|a,| € [0, +o0].

o0
a) Ist o <1, so ist die Reihe Y, aj absolut konvergent.
k=1

b) Ist « > 1, so ist diese Reihe divergent.

Beweis:

a) BEs sel @ < 1. Wegen o < 1 < 1 existiert ein n, € IN, so daB {/|a,| < 2,
Vn >n,.

o an| < (a_Jrl
oo

2
a1\ K

> (54

k=1

ist aber konvergent.

~» die Behauptung folgt aus Satz 3.8a).

)n, Vn > n,, die geometrische Reihe

b) Ist @ > 1, so existiert IN := {n; < ny < ... < m < ...} C IN, so daf
V]an] > 1~ |a,| > 1, Vn € IN.
Folglich ist (a,) keine Nullfolge und die Reihe io: ar nach Satz 3.4c) nicht kon-
vergent. = [
Satz 3.10 (Quotientenkriterium,)
FEs sei (ay) eine Folge in C und f := lim
Vn hinreichend grof). o

fntl) = lim € [0,+o0] (a, # 0,

n—oo

an+1
Qn

a) Ist 0 <1, so ist die Reihe ), aj absolut konvergent.
k=1

b) Isty > 1, so ist diese Reihe divergent.

Beweis:
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a) st <1~ p< % < 1, so existiert ein n, € IN, so daf3
n > n,. Dann gilt fiir n > n,:

< % < 1, fiir alle

an+1
Qn

n—1

-1

n—1 n—n
B+1  [(B+1 °
i=n Silg: 2 N 2

ol < el (525) ] (552) v

Die Aussage folgt nun wieder aus dem Majorantenkriterium (3.8a)).

Qp, Q41

a;

An,

b) Ist v > 1 so existiert ein n, € IV, so da8

Gn+1
an

>1,VYn > n,. Also gilt Vn > n,:

n—1
An Qi1
—| = >1, d.h. nl = lan. | >0
e =I5 2 an jlz o
Also ist (a,) keine Nullfolge und damit > a; divergent. O
k=1

Bemerkung 3.11
Fiir die in den Sdtzen 3.9 und 3.10 definierten Zahlen o und (3 gilt die folgende Bezie-
hung:

a < B (Ubung: vgl. Heuser Bd. 1, S. 182)

Dies bedeutet, dafi das Wurzelkriterium etwas leistungsfahiger (aber auch schwerer zu
handhaben) ist als das Quotientenkriterium.

Beispiel 3.12
Ezponentialreihe: ‘Z—Ij (a € C).
k=0

Mit a, := % ¥n € IN, gilt = ld vpe V.

T on+lY

an+1
Qn

An4-1

Also folgt f := lim
Satz 3.10 a).

= 0 und die Ezponentialreihe ist absolut konvergent nach

Deﬁnitoioon 3.13

Es sei > ay eine gegebene unendliche Reihe.

k=1
Ist f: IN — IN bijektiv, so heifit die Reihe ) apuy eine Umordnung der Reihe.
k=1 -

> ay heifst  unbedingt konvergent, wenn jede Umordnung der gegebenen
k=1

Reihe konvergent ist und dieselbe Summe hat.

> ay heifst  bedingt konvergent, wenn sie konvergent, aber nicht
k=1

unbedingt konvergent ist.
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Satz 3.14 i,

Jede absolut konvergente Reihe Y ay, in C ist unbedingt konvergent.
k=1

Beweis:

Es sei f: IN — IN bijektiv und b, := asx), Vn € IN.

Sei € > 0 beliebig gewéhlt.

Nach Vor. 3n, € IN : > |ax| < §, ¥m > n, (Satz 3.16 a)).
k=no+1
Wir definieren 7, := max{f~'(n) :n=1,...,n,} (r, >n,).

> {L ey S (L), f (o)}
rzobk:iak—i- TZO bk

f(k)>no

To

Z At (k) < Z \afk)\< V’T’>7’0
P

= k=1
f(k)>no f(k)y>no

Mo
> =
k=1

Damit gilt fiir alle r > r, und n > n,:

;bk—z Zbk—Zak Z |ak|<%+%:€

k=no+1

Also konvergiert auch die Folge der Partialsummen <Z bk) gegen den Grenzwert
k=1 relN

>~ ay. Da die Abbildung f beliebig gewidhlt war, ist die Aussage bewiesen. O

Satz 3.15 (Riemannscher Umordnungssatz)
Fine konvergente, aber nicht absolut konvergente, Reihe Y aj in C ist bedingt kon-

k=1
vergent. Fir jede bedingt konvergente Reihe in R und jede Zahl a € R existiert eine
Umordnung, die gegen a konvergiert.

Beweisidee: (vgl. Heuser, Bd. 1, S. 197-199)

Es sei a € R beliebig gewihlt und wir definieren a; := max{0,a;} und a, :=

max{0, —ay}, d.h. es gilt ax = af — a; und |ax| = a} + a; fiir jedes k € IN. Nach

Voraussetzung miissen beide Reihen >°.°  af und Y .7 a; divergent sein, d.h., unbe-

schréankte Partialsummenfolgen besitzen.

O.B.d.A. sei a > 0. Es sei nun n; € IN der kleinste Index, fiir den Y ;' af > a

gilt. Als néchstes wihlen wir ny € IN als kleinsten Index fiir den die Ungleichung
oy ak =Y 12, a; < agiiltigist. Dann entsprechend n3 € IN mit Y ;1 af —> )2 a; +

ZZ? 1 a; > a usw. Da die Indizes n; jeweils minimal gew#hlt waren, konvergiert der

Abstand von a und der jeweiligen Summe gegen 0. Damit haben wir eine Umordnung

der Reihe konstruiert, die gegen a konvergiert. 0
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Bemerkung 3.16

Satz 3.15 erkldrt die Bedeutung der bedingten und der absoluten Konvergenz von Rei-
hen. Nach diesem Satz und Bsp. 3.5 ist also die Leibnizsche Reihe bedingt konvergent.
Die Problematik der Umordnung von Reihen ist sofort gegenwdrtig, wenn man die Kon-
vergenz der Produkte von Reihen untersucht: Es seien (a,) und (b,) Folgen in C und

wir betrachten die Folge <Z > akbl> . Legt man nun eine Durchnumerierung
k=11=1 n,meiN

von IN x IN fest, so entsteht eine sog. Produktreihe.

Nun erhebt sich die Frage, ob diese Produktreihe oder gar alle Varianten (sprich: Um-

ordnungen) solcher Produktreihen konvergieren ¢ Satz 3.15 macht klar, daf$ im Fall nur

bedingter Konvergenz hierbei grofse Probleme entstehen.
Wir geben nun eine positive Antwort auf diese Frage:

Satz 3.17 (Multiplikationssatz)
Es seien (an)nen, und (by)nemw, Folgen in C und wir betrachten die Folge (¢p)nemn,,
wobei ¢, = > ab,_;, Vn € INy.
i=0
Sind die Reihen Y ay, und Y by absolut konvergent, so ist ihr sog. “Cauchy—Produkt”
k=0 k=0

> ¢k ebenfalls absolut konvergent mit der Summe (Z ak) (Z bk> :
k=0

k=0 k=0
Beweis:

n
Es bezeichne fiir n € INg : &, := > |a;||bn_i],

i=0

n n
= ail, 30 =Y bil.
=0 =0

Wir zeigen im folgenden, dafl die Reihe ) ¢ konvergent ist. Wegen |c,| = | Z aibn—i| <
k=0

Z |a;||bn—i| = €n, Yn € INy, folgt dann die Aussage aus dem Majoranten—Kriterium
Satz 3.8. Es sei n € IN bel. Dann gilt fiir hinreichend grofles m € IN:

ch N (me) <§;'bi'> < (f}u) (gm)

k=0 i=0

n

Also ist die Folge der Partialsummen <Z ék) beschrankt und deshalb konver-
k=0 n€lNop

gent (3.4d)). Da das Cauchy-Produkt eine bestimmte Numerierung des Produktes der

Partialsummen beider Reihen darstellt, mufl die Summe des Cauchy-Produktes gerade

das Produkt der beiden Summen der Ausgangsreihen sein. U
Eine analoge Aussage gilt fiir jede beliebige Durchnumerierung von INy x INy. Die

Durchnumerierung der Produkte {ayb, : k,I € INy} entspricht dabei dem Cauchy—
Cantorschen Diagonalverfahren (vgl. Beweis von Satz 2.23).
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3.2 Potenzreihen und Elementarfunktionen

Definition 3.18
Es sei (ap)nem, eine Folge in C, a € C und z € C.

o0

Die unendliche Reihe S~ ay(z —a)* heifst Potenzreihe (in z) mit der Koeffizientenfolge
k=0
(an) und der Entwicklungsstelle a (Vereinbarung: (z —a)® = 1).

Frage: Fliir welche z € C konvergiert eine Potenzreihe (bei gegebenen
a, a,, n € INg)? Auf jeden Fall fir z = a!

Beispiel 3.19
a) 3 A(z—a)t
k=0
Nach Beispiel 3.12 ist diese Reihe ¥z € C absolut konvergent!

b) g:ok!(z _ )k

Wir wenden das Quotientenkriterium (Satz 3.10) fir z # a an:

1 | _ n+1
lim (n+ Di(z—a) = lim (n+1)|z —a| = +o0
= n! (z —a)” =00

Deshalb ist die Potenzreihe fir z # a divergent (3.10 b))!

Satz 3.20
FEs sei (ay)nemn, €ine Folge in C, @ := lim {/|a,| € [0, +0c] und a € C.

n

a) Ista €]0,+00|, so konvergiert die Potenzreihe Y, ax(z—a)* absolut, falls |z—a| < £,
k=0
und divergiert falls |z — a| > L.

b) Ist & =0, so konvergiert die Potenzreihe absolut ¥z € C.

c) Ist & = +o0, so konvergiert die Potenzreihe nur fir z = a.

Beweis:
Wir wenden das Wurzelkriterium (Satz 3.9) an und definieren

a(z) := lim {/|a,(z — a)?| = lim {/|a,||z — a| = a|z — q
n—od

n—oo

a) Esgilt: [z —a| <a™! < a(z) < 1,
d.h. die Aussage folgt aus Satz 3.9a).
Es gilt: [z —a| >a™! < a(z) > 1
d.h. der zweite Teil der Aussage folgt aus Satz 3.9Db).

b) Falls @ = 0 so gilt a(z) =0, Vz € C, und 3.9a) kann angewendet werden.
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c) Falls & = +o0, so gilt a(z) = +o0, Vz # a, und die Aussage folgt wiederum aus

3.9b). 0

Definition 3.21
Es seia € C, (an)nen, eine Folge in C und & := lim {/|a,| € [0, +00].

+OO, a=20 00
Dann heifit p:= < a ', a€]0,4+o00], Konvergenzradius der Potenzreihe Y ai(z —
0, a = +00 k=0

a)k. Die Menge {z € C: |z —a| < p} heifit Konvergenz—Kreisscheibe.

Bemerkung 3.22

Satz 3.20 rechtfertigt diese Definition des Konvergenzradius einer Potenzreihe und be-
sagt, dafy eine Potenzreihe stets auf der (offenen) Kreisscheibe {z € C : |z — a|] < p}
absolut konvergiert und in C\{z € C: |z — a| < p} divergiert. Zum Verhalten auf dem
Rand {z € C: |z — a| = p} des “Konvergenzkreises” macht der Satz keine Aussage.
Handelt es sich um eine reelle Potenzreithe, d.h. a, € R, Vn € INy, und a € R,

S ap(xr—a)* (z € R), so sprechen wir analog vom “Konvergenzintervall” la— p, a+ p|.
k=0
Als Schluf$folgerung aus den Sitzen 3.4 e) und 3.17 konnten nun auch Aussagen tiber

die Addition und Multiplikation von Potenzreihen formuliert werden. Wir verzichten
hier darauf, kommen aber spdter auf Potenzrethen zuriick.

Beispiel 3.23

Die Potenzreihe Zk—lj konvergiert fir alle z € C absolut (3.12).
k=0
Es qilt: & := lim { % =0, d.h. p=+o0.

n

Beweis: Sei e > 0 beliebig gewdhlt. Da die Folge (=) eine Nullfolge ist, existiert ein
ng € IN, so daff = < 1, Vn > ng. Deshalb gilt fir alle n > ngy, daf T < 1 oder
! !

v <€ 0J
Es qgilt sogar die Abschdtzung: e (g)n <n!<en (g)n, Vn € IN (Heuser, Bd. 1).

1
£

Dies rechtfertigt die folgende

Definition 3.24
zk

Die Abbildung exp : C — C, exp(z) := Y 53, ¥z € C, heifit (kompleze)
k=0
Ezxponentialfunktion. Die Finschrinkung exp |g : R — R heifit (reelle) Exponentialfunk-

tion.

Satz 3.25
Die FExponentialfunktion hat folgende Eigenschaften:

a) exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(2q), Vz1, 22 € C (Additionstheorem);
b) exp(0) =1, exp(z) > 1,V >0, 0<exp(z)<l1, Ve <O0;

c) exp(1l) = e und e ist irrational;
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d) exp(z) = e”, Vr € Q;
e) exp: R — R ist injektiv.
Beweis:

a) Fiir beliebige z1, 25 € C gilt nach Satz 3.17:

o0 Z{C o0 25 o0 k Zi Z];_Z
esp(a)exp(z) = | D7 | (237 ) = 2 2 5w
k=0 k=0 k=0 i=0
o) k o)
1 k ) —1 1
_ kz . Zo (i)zlzg _ kz (et 2)F (2.10)
=0 1= =0

= exp(z1 + 22)
b) exp(0) = 1 ist klar nach Definition 3.24.

Aus a) folgt ferner exp(x) exp(—z) =1, Vo € R.
Vo > 0 gilt:

> k
T
k=1

Vo < 0: exp(—z) > 1 ~ exp(r) = —— €]0, 1].

exp(—x)

c) Wir zeigen zunéichst: exp(1) = lim (14 )"

Vn € IN gilt: e
1+1< S L (1) =exp (L), exp(1) =exp (L n) = (exp (L))"
k=0

w14 L < (exp(1)Y7 (14 1) < exp(1)
~s lim (1 + %)" < exp(1)

Andererseits gilt fiir n > 2:
(exp(1))/" = exp (1) = kz F < ch =11 =1+ (vgl. 3.15a))
=0 =0 n

n—1

= ep(l) (14 55) 7 < (1+74)
~» durch Grenziibergang n — oo erhalten wir

1
exp(1) < lim (14 —)".

n—oo n

Deshalb gilt nach Beispiel 2.70¢): exp(1) = e.
Wir zeigen jetzt: e ist irrational.
Annahme: e ist rational, d.h. Im,n € IN : e = .

k=0 k=0
" nl

~0 < m(n—1)!— EGW (%)
k=0



n o0 o0
Ferner:e— > L= Y L< 1oy Lo =1 1 _ 11
: Kl Kl )] F T —— !
k=0 k—nt1 (n+D! o= (n 1) (n+D1-25g - nin
n ' n 1 1
n. __
~mn -1 =3 G=nlle=> 5] <5
k=0 k=0

Wegen e €]2,3], dh. n # 1, ist dies ein Widerspruch zu (x).
d) Fiir alle z € R, n € IN gilt zunéchst:

exp(nz) = (exp(@))" (vel. a)); exp (%) — exp(1)t = eF (vel. )

Also gilt fiir alle m,n € IN:

e (2) = (e (1)) =@ = e

Daraus und aus exp(—z) = (exp(z))~1, Vo € R, folgt die Aussage.

e) Wir zeigen: (exp|r)~! : R(exp) — R ist eindeutig.

Seien (y>x1)7 (wa?) € (eXp ‘R)_la d.h. (xl7y) € exp ‘Ru 1= 172

~ exp(x1) = exp(xy) ~ exp(zr; — x2) =1 (nach a))

~ nach b): xy — 29 =0~ 11 = 29

~ exp |g ist injektiv. O
Definition 3.26
a) e’ :=exp(x), Yz € R\Q;

b) Die zu exp : R — R inverse Abbildung In : R(exp) — R heifst natirlicher
Logarithmus, es gilt also:

exp(lnz) =z, Vr € R(exp),
In(exp z) = z, Vo e R.

c) Fiira € R(exp) wird die Exponentialfunktion zur Basis a als Abbildung von R in R
definiert durch:

a” ;= exp(x - In(a)) = "™ Vr € R.

Bemerkung 3.27

Definition 3.26 a) wird durch Satz 8.25 d) motiviert. Spdter erfolgt die entgiiltige Recht-
fertigung durch den Nachweis der Stetigkeit von exp.

Die inverse Abbildung In zu exp ist eindeutig wegen 3.25 e). Spditer zeigen wir noch,
daf$ R(exp) = exp(R) =0, +oo[ gilt. Klar ist bisher: R(exp) C|0, +oo[ (Satz 3.25b)).
Fiir die starkere Aussage reichen unsere gegenwdrtig verfiigbaren mathematischen Hilfs-
mittel noch nicht aus!

Analog zum Beweis von d) zeigt man fir beliebige m,n € IN:

exp (% lna) = (exp(Ina))» =a

D.h. fir alle x € Q stimmt die in 3.26 ¢) gegebene Definition von a® mit der fritheren
aus Bem. 2.12 iiberein.

m
n
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Folgerung 3.28
Die Logarithmusfunktion In hat folgende Figenschaften:

a) In(zy) =lnz+Iny, Vz,y e R(exp),
b) In(a®) =zlna, Vae€ R(exp), Vo € R,

c) Inz <0, falls x <1 (x € R(exp))
Inz >0, falls x > 1
Inz =0, falls x = 1.

Beweis: folgt sofort aus Satz 3.25 und Def. 3.26. OJ

Definition 3.29
Wir definieren die folgenden Elementarfunktionen als Abbildungen von R in R:

cosx := Re(exp(ix)) Kosinusfunktion
sinz = Im(exp(iz)) Sinusfunktion
coshz := J(exp(z) + exp(—z)) Cosinus hyperbolicus
sinhz = 3(exp(z) —exp(—x)) Sinus hyperbolicus
(Vz € R)

Folgerung 3.30
Fiir diese Elementarfunktionen gilt die folgende Darstellung:

22k 2k
a) cosx = Z(—l)km, ¢) coshzx = kZ o1
=0

(Vz € R)
. k1) (2k+1)!
Alle diese Reihen sind fir jedes x € R absolut konvergent.

b) sinz= > (=1)* z2tt d) sinhz =Y w2 A
k=0

Beweis:
o0
ik gk

Fiir alle x € R gilt: exp(iz) = 2]
k=0

. Deshalb folgt aus Lemma 2.57:

> ikak x? ozt - k 2
cosx = Re(exp(iz)) = Z Re (?) =1- o + TR Z(—l) (25!
P ! ! ! !

Analog resultiert die Formel fiir sin z.
Wir beweisen nun noch c¢) (analog folgt d)):

R L Lt 1 ([ 2" i
coshx = 3 (ZE +kzzo(_1) g) ) (Z(l +(=1) )ﬁ> B Z (2k)!

k=0 k=0 k=0

Aus der absoluten Konvergenz der Exponentialreihe folgt die absolute Konvergenz
der Reihen der Real- bzw. Imaginérteile und insgesamt die absolute Konvergenz aller
Reihen 3.30 a) bis d). O
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Bemerkung 3.31

Man konnte jetzt weitere Elementarfunktionen, abgeleitet aus exp, In, cos, sin, cosh,
sinh definieren und die entsprechenden Figenschaften diskutieren, wie z.B. tan, cot
usw. Fiir die in 3.29 definierten reellen Funktionen ergeben sich nun aus Satz 3.25 und
Folgerung 3.30 vielfiltige Figenschaften, wie z.B.

cosx = cos(—zx) , sin(—x)

2

= —sinz,
(cosz)® + (sinz)? = |exp(iz)|* = exp(iz) - exp(iz)

= exp(iz) exp(—iz) =1
(vgl. Bem. 2.28d): komplexe Zahlenebene)

sin(z +y) = Im(exp(i(z +y))) = Im(exp(iz) exp(iy))
= Re(exp(iz))Im(exp(iy)) + Im(exp(iz))Re(exp(iy))
= cos(z)sin(y) + cos(y) sin(x)

Weitere Additionstheoreme der Winkelfunktionen u.v.a.m.

4 Lineare Algebra

4.1 Lineare Riume

In Verallgemeinerung der Definition des m-dimensionalen linearen Raums R™ (vgl.
Kapitel 2.3) fithren wir einen (allgemeinen) linearen Raum ein.

Definition 4.1 (Aziomensystem des linearen Raumes)
FEine Menge X mit einer Abbildung von X x X in X, (z,y) — x+y (genannt Addition)
und einer Abbildung von R x X in X, (A, x) — Az (genannt Multiplikation mit Skala-
ren) heifit linearer Raum, wenn folgende Eigenschaften erfillt sind:
(I) (X,+) ist eine Abelsche Gruppe.

(II)  Fiir alle \,u € R, x € X gilt (Ap)x = Apx) und (A + p)z = Iz + pe.

(III)  Fiir alle A € R und x,y € X gilt N(x +y) = Az + A\y.

(I1V) Firallex € X gilt1-x = x.

Bemerkung 4.2 FEin linearer Raum wird hdufig auch als “abstrakter” Vektorraum
bezeichnet, wobei die Elemente als Vektoren bezeichnet werden. Das Symbol + wird
analog zum R™ in zweierlei Sinn benutzt, ndamlich als Addition zwischen Zahlen und
zwischen Elementen des linearen Raumes.

Beispiel 4.3 (Produkt zweier Vektorrdaume)
Wenn X undY zwei lineare Rdume sind, so ist auch thr kartesisches Produkt

XxY={(z,y): vreX,yeY}
ein linearer Raum mit den “komponentenweise” definierten Operationen
(@1, 91) + (22,92) = (21 + 22,91+ 42),
Az,y) = (A, dy).
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Analog macht man mit Hilfe der algebraischen Operationen in X das m-fache kartesi-
sche Produkt X x---x X (m Faktoren) zu einem linearen Raum, und diesen bezeichnet
man mit X™. Offenbar ist die Bezeichnung R™ ein Spezialfall dessen.

Beispiel 4.4 (ein Funktionenraum)
Die Menge F(R) aller Funktionen f : R — R ist ein linearer Raum mit den “punkt-
weise” definierten Operationen

(f+9)(x) = f@)+g(@), |
(A)@) = A(x), } fiir alle = € R.

Hier stehen wieder links von den Gleichheitszeichen die Operationen “Addition von
Funktionen” und “Multiplikation von Zahlen mit Funktionen”, die zu definieren sind,
und rechts stehen die bekannten Summen und Produkte von Zahlen. Das Nullelement
st die Funktion, die identisch gleich Null ist.

Beispiel 4.5 (der lineare Raum aller Polynome)
P(R) bezeichne die Menge aller Polynome mit reellen Koeffizienten, d.h.,

PR) :={f € FR):3Im € N ayg,...,an,) € R™: f(z) = iaixi,wc € R}.
i=0

P(R) ist ein linearer Raum mit den Operationen aus F(R) und es gilt

i a;xt + z": bl = i(ai + b))t + z": bz’
i=0 =0 i=0 j=m+1
)\(Z a;x’) = Z()\ai)xi
i=0 i=0

wobei ohne Beschrdinkung der Allgemeinheit m < n betrachtet wurde. Bei der Addi-
tion von Polynomen bzw. Multiplikation von Polynomen mait Skalaren addieren sich
einfach die Koeffizienten bzw. multipliziert sich der Skalar mit den Koeffizienten. Das
Nullelement ist das Polynom, dessen Koeffizienten alle Null sind.

Definition 4.6 (Unterrdiume)

Fine Teilmenge U eines linearen Raumes X heifft Unterraum (oder Teilraum) von X,
wenn fir alle v,y € U und N € R gilt x +y € U und \x € U. Man kommt also
nicht aus U heraus, indem man mit Elementen von U die Operationen “Addition” und
“Multiplikation mit Skalaren” ausfiihrt. Insbesondere ist U mit den von X “geerbten”
Operationen wieder ein linearer Raum.

Definition 4.7 (Affine Unterrdume)
FEine Untermenge A eines linearen Raumes X heifit affiner Unterraum von X, wenn
ein x € X und ein Unterraum U von X ezistieren, so daff gilt A={x + u: u € U}.
Dann schreibt man auch A=z +U.

Bemerkung 4.8
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(i) Fin Unterraum ist auch ein affiner Unterraum, aber ein affiner Unterraum ist
im allgemeinen kein Unterraum.

(i) In der Darstellung eines affinen Unterraumes A mit Hilfe eines Elementes x und
eines Unterraumes U ist U eindeutig bestimmt, nicht aber x. Es gilt ndmlich
r1 + Uy = 29 + Uy genau dann, wenn die Unterrdaume Uy und Us gleich sind
und wenn x1 — x9 in diesem Unterraum liegt. In diesem Sinne sagt man, dafi U
“der” Unterraum zu dem affinen Unterraum A = x + U ist, wdhrend x “eine”
Translation ist, durch die A aus U hervorgeht.

Beispiel 4.9 (Unterriume und affine Unterridume in R?)

In R? ezistieren genau folgende Unterriume: Die trivialen Unterrdume {(0,0)} und
R? sowie die Geraden durch den Nullpunkt. Eine Untermenge des R? ist genau dann
affiner Unterraum, wenn sie ein Punkt oder eine Gerade im R? ist.

Beispiel 4.10 (Unterrdume und affine Unterrdume im Funktionenraum,)

Der Raum P(R) der Polynome bildet einen Unterraum des Funktionenraums F(R) von
Funktion f : R — R. Die Menge der Polynome, deren Grad nicht gréfier als eine fixierte
natirliche Zahl m ist, ist ein Unterraum von P(R). Dieser Unterraum wird mit P,,(R)
bezeichnet. Im linearen Raum F(R) ist ferner die Untermenge {f € F(R) : f(0) = 0}
ein Unterraum. Die Untermenge {f € F(R) : f(0) = 1} ist kein Unterraum, aber ein
affiner Unterraum. Bezeichnet man die Funktion, die identisch Eins ist, mit 1, so gilt

{feF®R): f(0) =1} =1+{f € F(R) : f(x) = O}.

Definition 4.11 (Linearkombinationen und lineare Hiille)
Es seien x4, ..., x,, Elemente eines linearen Raumes X und \i,---, \,, Zahlen. Dann
nennt man die Summe Y \;x; eine Linearkombination der Elemente xq,- -, Tp,.

i=1
Die Menge aller Linearkombinationen ist ein Unterraum von X, heifit lineare Hiille
der Elemente x1, ..., %, und wird mit span{xy, ..., x,,} bezeichnet, d.h.

span{xy,..., Ty} = {Z)\ixi3>\i ER,izl,...,m}.

i=1

Satz 4.12 (Durchschnitt und Summe von Unterrdumen)
Wenn Uy und Us zwei Unterrdume eines linearen Raumes X sind, so ist auch ihr
Durchschnitt Uy NUs ein Unterraum von X . Ferner ist auch ihre (Minkowski-) Summe

U +U, = {Ul + U i up € Ul,’LLQ c UQ}
ein Unterraum von X. Dagegen ist die Vereinigung Uy U Uy i.a. kein Unterraum.

Beweis: Fiir den Durchschnitt ist die Aussage klar. Wir betrachten die Minkowski-
Summe U; + Us,. Seien z,y € Uy + U, \,u € R und z;,y; € U; fiir i = 1,2, so daf3
xr =1x1 4+ xo und y = y; + yo. Dann gilt Ax; + py; € U; fir i = 1,2 und folglich

AT+ py = (Azy + pyr) + (A + py2) € Uy + Us.
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Deshalb ist U; + Us ein Unterraum von X. Als Gegenbeispiel im Fall der Vereinigung
zweier Unterriume betrachten wir X := R?, Uy, := {(z,kx) e R? : z € R}, k = 1,2.
Dann enthélt U; U Uy die Punkte (1,1) und (1,2), aber nicht (1,1) + (1,2) = (2,3). O

Nach Satz 4.12 gilt insbesondere fiir Elemente x1,...,x,, eines linearen Raumes X,

daB span{zy,...,z,,} = > span{x;}.
i=1

Folgerung 4.13 FEs seien Uy und Uy zwei Unterrdume eines Vektorraumes X .
Dann gilt Uy N Uy = {0} gdw. fir alle x € Uy + Uy existieren je genau ein x1 € Uy und
To € Uy, so daff x = x1 + 9.

Beweis: Es sei x € U; + U, beliebig gewahlt.

Annahme: Es existieren x1,%; € Uy und xo, 79 € Uy, so dall © = x; + 29 = 1 + T2. Es
folgt 1 — & = T9 — x5 € Uy N Uy = {0} und damit z; = 21, 29 = Zo.

Die Umkehrung gilt, da jedes z € Uy N Uy, x # 0, auf zwei verschiedene Weisen
darstellbar ware. O

Definition 4.14 (Komplement, direkte Summe und Projektor)

Es seien Uy und Us zwei Unterrdume eines Vektorraumes X. Falls Uy N Uy = {0},
so heifft Uy + Uy direkte Summe von Uy und Uy. Man schreibt dann Uy ® Us. Die
Abbildungen von Uy & Us in Uy bzw. in Uy, die durch Folgerung 4.13 definiert sind,
heiffen Projektoren auf Uy entlang Us bzw. auf Uy entlang U, .

Wenn Uy ® Uy = X ist, so heifien Uy bzw. Uy Komplement zu Uy bzw. Uy in X.

Beispiel 4.15

a) Wenn Uy und Uy zwei Ebenen in R® sind, die den Nullpunkt enthalten und die
nicht gleich sind, so gilt Uy + Uy = R3, aber R? ist nicht die direkte Summe von
Ui und Us.

b) Wenn U, eine Gerade in R* durch den Nullpunkt ist, so ist Uy ein Komplement
2u Uy in R? gdw. Uy eine andere Gerade durch den Nullpunkt ist.

Definition 4.16 (lineare Abhingigkeit)

Elemente w1, ...,x,, eines linearen Raumes X heiflen linear abhingig (bzw. linear
unabhingig), wenn Ai,..., \n € R emistieren, so daff Y. A2 > 0 und > Niz; = 0
— i=1 i=1

gilt (bzw. wenn solche Zahlen nicht existieren).

Elemente 1, ...,x,, sind also genau dann linear abhéngig, wenn ein j € {1,...,m}

existiert, so daf gilt
x; € span{Ti, ..., Tj_1,Tjt1,- .- T }-

Beispiel 4.17 Zwei Vektoren in R? sind linear abhdingig genau dann, wenn sie auf
einer gemeinsamen Geraden, die den Nullpunkt enthdlt, liegen.
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Satz 4.18 (Basen und Koordinaten)
Fiir Elemente by, ..., b, eines linearen Raumes X sind (i) und (i1) dquivalent:

(i) Die Elemente by, ..., by, sind linear unabhdngig, und gemeinsam mit jedem wei-
teren Element aus X sind sie linear abhdngig.

(ii) Fliir jedes x € X existiert genau ein (A, ..., \p) € R™, so daf§ © = Z \ib; gilt.

In diesem Fuall sagt man, daf$ die Elemente by, ..., b,, eine Basis in X bzlden und
die Zahlen \i, ..., Ay heiffen Koordinaten des Elements x beziiglich dieser Basis.

Falls ay,...,a, und by, ..., b, Basen von X sind, so gilt m = n.

Beweis: Aus (ii) folgt sofort (i). Es sei nun (i) erfillt und x € X beliebig gewihlt.
Dann ist z,bq, ..., by, linear abhéingig. Also existieren pu; € R, i =1,...,m+ 1, so dafl

m+1
[T + E pibi—1 = 0 und gy # 0. Mit \; ‘““ ,i=1,...,m, ist die Existenz der
Niy 1 = 1 ,m, gezeigt. Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, daf} iiberdies
Zahlen /\Z, 1=1,...,m, existieren, so daf} gilt
=) Abi= > Aib;
i=1 i=1

Daraus folgt aber > (A\; — X\;j)b; = 0 und deshalb \; = \;, i = 1,...,m

Um die letzte Aussage zu beweisen, machen wir die Annahme, dafl 0.B.d.A. n < m
gilt. Um zu zeigen, dafl bereits span{as,...,a,} = span{by,...,b,} = X gilt und

damit ay, ..., a,,a,1 linear abhéngig wiren, beweisen wir mit Induktion die folgende
Aussage: Fiir jedes k € INy ist ay, ..., ax, byy1, ..., b, eine Basis in X.
Fiir £ = 0 ist die Aussage richtig, da nach Voraussetzung by, ...,b, eine Basis von X
ist. Die Aussage sei jetzt fiir k richtig und wir zeigen sie fiir k£ + 1.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt, dal A; € R, j = 1,..., n existieren, so dafl

Qo1 = ZM,+ Z Ab;

Jj=k+1

gilt. Dabei sei 0.B.d.A. A\y11 # 0, ansonsten sind byy1, .. ., b, entsprechend umzunume-
rieren. Dann gilt by, 1 € span{ay, ..., ag, Gri1,bki2, - - ., by} und damit

X =span{ay, ..., ax, bgy1,-..,0,} Cspanfay, ..., ax, agi1, bkyoy - 0} € X,
Nun ist noch die lineare Unabhéngigkeit von aq, ..., ag, axi1, bgio, ..., b, zu zeigen.
Dazu betrachten wir die Gleichung

k

0= Z i + Z pibj + pragy = Z(Mi +pA)ai+ > (15 + pADb; + Akabr
j=k+2 j=k+2

Daraus folgt sofort 1 = 0 (wegen der Induktionsvoraussetzung und Ay1; # 0) und
i +pNi=pn; =0,i=1,... k,k+2,...,n. Damit ist alles gezeigt. 0
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Beispiel 4.19 Die Polynome 1,z,z% ... 2™ bilden eine Basis in Pp(R) (vgl. 4.10).

Die Koordinaten eines Polynoms Y c;z' beziiglich dieser Basis sind die reellen Zah-
i=0

len g, ..., am. Eine andere Basis in Pp(R) bilden z.B. die Polynome (x + 1)™, (z +

2™ . (x+m+1)" (Ubung).

Definition 4.20 (Dimension)

Ist by, ..., b, eine Basis in einem linearen Raum X, so heifst m die Dimension von
X und wird mit dim X bezeichnet. Konsistent damit definieren wir dim{0} = 0. Ist
X # {0} ein linearer Raum und existieren m € IN und FElemente by, ..., by, in X,
die eine Basis in X bilden, so heifst X endlich-dimensional, anderenfalls unendlich-
dimensional und man schreibt dim X = oo.

Unter der Dimension eines affinen Unterraums versteht man die Dimension des ent-
sprechenden Unterraums, d.h. dim(x 4+ U) = dim U.

Beispiel 4.21 FEs gilt dimP,,(R) = m + 1 und dimP(R) = oo, da die Polynome
Lz, 22, ...,2™ fir jedes m € IN linear unabhingig sind (nach dem Fundamentalsatz
der Algebra tiber die Anzahl der Nullstellen von Polynomen).

Folgerung 4.22 (Dimension des kartesischen Produkts)
Wenn X und Y zwei endlich-dimensionale lineare Raume sind, so gilt dim(X x Y) =
dim X +dimY".

Beweis: Sind ay, . .., a,, und by, . .., b, Basen von X bzw. Y, so sind die Elemente (a;,0),
(0,bj),i=1,...,m,j=1,...,n, eine Basis von X x Y. O

Satz 4.23 (Dimensionsformel fiir Unterrdume)

Fiir zwei endlich-dimensionale Unterrdume Uy und Us eines linearen Raumes gilt stets
dim(U; + Us) = dim Uy + dim Uy — dim(U; NUy). Falls insbesondere Uy N Uy = {0} ist,
so gilt dim U 4+ dim Uy = dim(U; @ Us).

Beweis: Es sei aq,...,a, eine Basis von U; und by,...,b, eine Basis von U,. Wir
iiberpriifen, ob die Elemente a4, ..., a,,, b; linear unabhéngig sind. Wenn ja, betrachten
wir die linear unabhéngigen Elemente a4, ..., a,,b; und stellen die Frage ob auch die
Elemente aq, ..., a,, by, by linear unabhéngig sind. Wenn ja setzen wir diesen Prozef3
solange fort, bis die Antwort nein ist. Im letzteren Fall fiigen wir das entsprechende b;
nicht zu den linear unabhéngigen Elementen hinzu und untersuchen b;,.

Wir nehmen jetzt 0.B.d.A. an, daf fiir die ersten k& Elemente by,..., b, die Antwort
jeweils ja ist, also ay, ..., am, by, ..., by linear unabhéngig sind, und daf fiir jedes weitere
bj,j =k+1,...,n,die m+k+1 Elemente a4, ..., an, b1, ..., by, b; linear abhéngig sind.
Folglich gilt dim(U; 4+ Usy) = m+k = dim Uy +dim Uy — (n— k) und es geniigt zu zeigen,
dal dim(UyNU,) = n—k gilt. Es sei x € U;NUs. Dann gilt auch x € U;+ U, und folglich

m k
existieren Koeffizienten \;, pij, i =1,...,m, j=1,...,k,sodaBz = > Na;+ > p;b;.
i=1 j=1
Da andererseits  zu U; gehort, muB p; = 0, j = 1,...,k, gelten. Da x auch zu U,
gehort, mufl sich x als Linearkombination der Elemente b1, ...,b, darstellen lassen.
Dies sind aber gerade n — k linear unabhéngige Elemente, die folglich eine Basis von

U, N U, darstellen. Der Rest folgt aus Satz 4.12. O
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Bemerkung 4.24 (Reelle und komplexe lineare Rdume)

Alle bisherigen Resultate gelten unverdndert, wenn tiberall R durch C ersetzt wird. Man
spricht dann von komplexen linearen Riumen (oder linearen Rdumen tiber C) bzw., bei
linearen Rdiumen wie bisher, von reellen linearen Rdumen (oder linearen Rdumen tiber
R). Allgemeiner spricht man von linearen Rdiumen tber einem Korper K, wobei K
ein beliebiger Korper sein kann. Zur Definition eines linearen Raumes in 4.1 werden
ndmlich nur die Korper-Eigenschaften von R verwendet. Im folgenden bezeichne K
entweder R oder C.

Definition 4.25 (Norm und Skalarprodukt)
Es sei X ein linearer Raum. Eine Norm in X ist eine Abbildung |- || : X — R, so daf
fir alle z,y € X und A € K gilt:

|lz]| > 0 wnd |z|| =0 gdw. x=0,
Azl = [All=]],
lz+yll < |zl +|lyll (Dreiecksungleichung).

Ein linearer Raum X tiber K mit Norm heifst normierter Raum.
FEin Skalarprodukt in X ist eine Abbildung (-,-) : X xX — K, so daf fir alle z,y,z € X
und A\, p € K gilt:
Ae+py,z) = Mz, 2) + ply, 2),
(r,y) = (y,2),
(x,x)y > 0, fallsz # 0.

—~

(Hierbei ist (y, x) die zu (y,x) konjugiert komplexe Zahl.)
Ein linearer Raum tiber K mit Skalarprodukt heifit unitdrer oder Fuklidischer Raum.
Zwei Elemente x,y € X heiffen orthogonal, wenn (z,y) = 0 gilt.

Satz 4.26 Es sei X ein unitdrer Raum mit Skalarprodukt (-,-).
Dann ist ||z|| :== \/{x,x), Vo € X, eine Norm in X und es gilt die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung

[z, )] < llllyll Ve, y € X.

In der Cauchy-Schwarzsche Ungleichung gilt die Gleichheit gdw. die Elemente x und y
linear abhdingig sind. Uberdies gilt fiir beliebige © € X, daff (x,0) = (0,z) = 0.

Beweis: Aus den Eigenschaften des Skalarproduktes folgt fiir jedes € X, daf (z,0) =
(0, ) = 0. Dies impliziert auch die erste Normeigenschaft. Die zweite Normeigenschaft
folgt sofort aus der Definition eines Skalarproduktes. Die Dreiecksungleichung beweist
man wie in Satz 2.35. Dort wurde die konkrete Struktur des Euklidischen Skalarpro-
duktes nicht benutzt.

Zum Beweis der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gehen wir analog zum Beweis von
Satz 2.34 vor. Fiir beliebige z,y € X und «a,3 € K folgt aus den ersten beiden
Skalarprodukt-Eigenschaften:

0 < oz + Byl* = lal[|2])* + aBlz, y) + @Bz, y) + 1B]|lyll*.
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In dieser Identitat setzen wir av := — <|9|63’§ﬁ> und § := ||z|| und erhalten

0 < [z, y)I" = 2@ »)|* + ="yl

d.h. die behauptete Ungleichung. Es seien nun x,y € X derart, da} die Gleichheit

(z, )| = ||=||||ly]] gilt. Man zeigt dann —||y||x + ||z||ly = 0 analog zum Beweis von 2.34.
0

Beispiel 4.27 (Das Hermitesche Skalarprodukt)
Das sogenannte Hermitesche Skalarprodukt in C™ ist definiert durch

(1, oy Tm), (Y1, Ym)) = Z%y—j

Die Einschrinkung dieses Skalarproduktes auf R™ ergibt gerade das Fuklidische Ska-
larprodukt. Wenn im folgenden ein Skalarprodukt in C™ benutzt wird, so ist stets das
Hermitesche Skalarprodukt gemeint.

Folgerung 4.28 (Winkel)
Es sei X ein unitirer Raum tber K = R. Fir alle x,y € X mit x # 0 und y # 0
ezistiert genau ein ¢ € [0, 7] mit

(z,y)

COS Y = 0
(Tl

der sogenannte Winkel zwischen den Vektoren x und y. Uberdies gilt
lz+yl* = ll2]” + lylI* + 2ll[ll|y[| cos .

Beweis: Nach Satz 4.26 gilt fiir alle von 0 verschiedenen z,y € X, daf 2%l < 1.

=yl
Deshalb existiert genau ein ¢ € [0, 7], so daf
cos (@)
(Tl
Der Rest folgt durch Ausrechnen von ||z + y||*. O

Definition 4.29 (Orthonormalsysteme)

Es sei X ein unitirer Raum und I C IN hichstens abzdhlbar. Eine Familie (e;)er
von Elementen in X heifft Orthonormalsystem, falls |le;|| = 1 und (e;, e;) = 0 fir alle
,j=1,....m undi# j.

Natiirlich ist die kanonische Basis der Einheitsvektoren im R™ eine Orthonormalsystem
(vgl. Bem. 2.33).
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Satz 4.30 (Orthonormalisierung)

Ist (e;)icr €in Orthonormalsystem und I eine endliche Teilmenge von I, so sind die
Elemente {e; : i € I} linear unabhingig. Ist I endlich und gilt spanf{e; : i € I} = X
so qilt fir alle x € X:

(z,ej)e; und ||z||* = Z |(z,e;)]
7j=1

Sind by, ..., by, linear unabhdngig in X, so entsteht durch

i—1

bi — > (bi, ex)ex
k=1 ,
e; == 1 ,i1=1,...,m,
165 = > (bis ex)ex|

k=1

ein Orthonormalsystem ey, ..., ey, (Orthonormalisierungsverfahren nach Schmidt).

Beweis: Sei I eine endliche Teilmenge von I. Wir betrachten die Gleichung

Z)\Z-ei =0

iel

mit \; € K, ¢ € I, und multiplizieren sie skalar mit e;, wobei j € I. Dann gilt

0= Z)‘i<eiaej> = /\j<ej7 6j> = )‘j .
il
Wiederholen wir das fiir jedes j € I, so folgt, daB alle Koeffizienten A; verschwinden.
Damit ist die erste Aussage gezeigt.
Es sei jetzt I endlich und es gelte span{e; : ¢ € [} = X. Dann ist {e; : i € I} eine Basis

in X und es gilt fiir jedes x € X, dal yu; € K, i € I, existieren, so dafl x = > u,e;.

el
Durch skalare Multiplikation mit e; im Sinne von entsteht p; = (z, e;) fiir jedes j € I.
Weiterhin gilt:

Izl = (x,edes, Y (x,e)es) = Y (w, ez es)ees) = D I, e)]

iel jer ijel iel

Es sei jetzt by, ..., b, linear unabhéngig in X und wir betrachten ¢; € X definiert durch

i—1 i1y

€ :=b; — Z<bi7€k>€k =b; — éx]2 (bi, ex)éx

k=1 k=1 11K
firi =1,...,m. Es gilt also e¢; := ”?” =1,...,m.
Um zu zeigen, da8 die Elemente ey, . .., e,, orthonormal sind, gentigt es, (é;, é;) = 0 fiir
j=1,...;i—1und i =1,...,m zu beweisen. Dazu fithren wir eine Induktion {iber ¢

durch. Fiir ¢ = 1 ist die Aussage trivial. Es gelte jetzt (é;,é;) =0 fir j=1,...,1 —1
und wir betrachten fiir j € {1,...,4}

. , 1 s s
(€iv1,€5) = (biv1, &) Z E H2 (bit1, ex) (€, €5) = <b¢+1a€j>—w<bi+1a€j><€ja€j> = 0.
J
Damit ist alles gezeigt. 0
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Satz 4.31 (Isometrie mit K™)

FEs sei X ein normierter Raum dber K mit Norm ||| und dim X = m. Dann ezistieren
eine Norm || - ||« auf K™ und eine bijektive Abbildung F : X — K™, so daf$ fir alle
x € X die “Isometrie” ||F(x)||« = ||z]| gilt.

Beweis: Es sei by, ..., b, eine Basis in X. Wir definieren eine Abbildung F': X — R™
durch F (> A\ib;) := (A1,..., Am). Diese Abbildung ist eindeutig nach Satz 4.18 und
-1

surjektiv wegen X = span{by,...,b,}. Die inverse Abbildung ist ebenfalls eindeu-

tig, d.h. insgesamt ist F' bijektiv. Wir definieren jetzt die Norm || - ||, auf K™ durch
AL, - Al == 1] D2 A || fiir alle (Aq, ..., An) € K™. Da sich sdmtliche Normeigen-
i=1

schaften von || - ||, sofort aus denen von || - || ergeben, ist alles gezeigt. O

Satz 4.31 bedeutet, dafl wir Eigenschaften von Elementen eines normierten Raumes X,
die unter Verwendung der Norm definiert sind, sofort als entsprechende Eigenschaften
der Koeffizienten der Elemente bzgl. der Basis by,...,b,, interpretieren und auf die
Ergebnisse in Kapitel 2 zuriickgreifen konnen. So ist eine beschrinkte Menge in X
relativ kompakt durch Anwendung von Satz 2.59.

Lemma 4.32 FEs seien U, Uy und Uy Unterrdume eines unitdren Raums X.

(i) Die Menge Ut = {x € X : (z,u) = 0, Vu € U} ist ein Unterraum in X und es
gilt UNnU*+ = {0}.

(ii) (Uy +Uy)*t = U NUS.

Beweis: (i) Die Menge U+ ist ein linearer Raum und damit ein Unterraum von X. Es
sei nun # € U N U*. Nach Definition von U+ muf} deshalb (z,z) = ||z]|> = 0 gelten,
d.h., x = 0.

(ii) Beide Inklusionen folgen sofort aus den Definitionen (Ubung). O

Satz 4.33 (orthogonaler Projektor und orthogonales Komplement)
Es seir U ein endlich-dimensionaler Unterraum eines unitiren Raumes X.
Dann existiert fiir jedes x € X genau ein u € U, so daf$ gilt

|z — u|| = min{||z —u|| : w € U}.

Uberdies gilt x —u € U+ und X =U @ U+,

(Das Element u heifst orthogonale Projektion von x auf U der Projektor von X auf
U entlang UL heifit orthogonaler Projektor. UL heifit orthogonales Komplement zu U
und U ® U+ orthogonale Summe. )

m
Ist ey, -, en eine Orthonormalbasis in U, so gilt u = > (z,e;)e;.
j=1

Beweis: Es sei € X und (u,) eine Folge in U mit der Eigenschaft

lim ||z — u,| = inf{||lz —ul| : v e U}.
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Diese Folge ist beschréankt. Da U endlichdimensional ist, 148t sich Satz 2.59 anwenden.
Deshalb besitzt (u,) eine konvergente Teilfolge (uy, ). Fiir deren Grenzwert u gilt:

o=l = Jim [l = s, || = inf{l — ] - w € U},

Wir zeigen jetzt, dal o — u € U+. Fiir jedes o € C und jedes u € U gilt:
lz —al)® < llz — (@ + aw)|* = o - al® — ale - a,u) — ale — @, u) + |af?|ul|.
Wir setzen « := t(x — u,u) mit ¢ > 0 und erhalten aus der obigen Ungleichung
0 < =2t/(x — @, u)|” — *[{z — @, u)|*[lu]*

Mittels Division durch ¢ und anschlieBendem Grenziibergang fiir ¢ — 0 folgt daraus
|(x — @, u)| = 0. Da dies fiir beliebiges u € U gilt, folgt * — @ € Ut. Wegen z =
u+ (x —u) folgt X = U + U+ und damit X = U & U+ wegen Lemma 4.31. Da die
Eigenschaft z — 4 € U+ nur aus der Tatsache hergeleitet wurde, da8 4 eine Losung von
min{||z — u|| : u € U} ist, ist nach Folgerung 4.13 auch die Eindeutigkeit von u klar.

Ist schlieflich ey, - - -, e,, eine Orthonormalbasis in U, so folgt (x — @, e;) = 0 fiir jedes
j=1,...,m und damit wegen Satz 4.30 auch die letzte Aussage. OJ

Definition 4.34 Es sei (€;)ien ein Orthonormalsystem im unitiren Raum X. Dann
heifst die Rethe

[e.9]
E {L‘ ek
k=1

Fourierreihe von x € X und (z,ex) € K heifit k-ter Fourierkoeffizient. Das Orthonor-
malsystem heifst vollstindig, falls der kleinste abgeschlossene Teilraum U von X, der
(€;)iev enthdlt, gleich X ist.

Dabei definieren wir mit der Norm || - || in X wie in Kap. 2 die Konvergenz von Folgen
in X, die Offenheit, Abgeschlossenheit usw. von Teilmengen von X.

Satz 4.35 (Fourierreihen)

Es sei (€;)ien €in Orthonormalsystem im unitdren Raum X .

Fir jedes v € X ist die Folge (3 ;_,(x, ex)ex)nen der Partialsummen der Fourierreihe
eine Fundamentalfolge in X . Ist das Orthonormalsystem vollstindig, so konvergiert die
Fourierreihe gegen x, d.h.

[e.e]
E xZ, ek
k=1

Uberdies gilt: ||z|*> = E |(z,er)|? (Parsevalsche Gleichung).
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Beweis: Sei € X. Wir definieren s, := Y ;_,(x, ex)ex, Vn € IN, und erhalten zunéchst
wie in Satz 4.30

Iz = sall* = (2= 0,2 —sa) = [|2l|* — {2, 50) — (5, 2) + [Isa]”

= llzl® =2)_ Ke,e) P+ ) [z en)l’
k=1 k=1

n
= Jall® =) e en)® = llz)* — sl
k=1

Insbesondere gilt ||s,||* = sum{_,|(z, ex)|*> < ||z||*>. Fiir m > n erhalten wir nun

m m
lsm = sal> =11 D (z,endesll® = D [z en)l.

k=n-+1 k=n+1

Da die Folge (3>_7_, [{z, ex)|*)ne v monoton wachsend und beschriinkt ist, ist sie konver-
gent. Deshalb wird >7," ., |[(x, e;)|* beliebig klein, wenn nur n < m hinreichend grof
gewihlt wird. Also ist (s,)nev eine Fundamentalfolge in X . Schlielich betrachten wir
die Unterrdume U, := span{ey,...,e,} fir jedes n € IN. Diese sind monoton wach-
send bzgl. C. Ist nun das Orthonormalsystem vollstéindig, so ist die AbschlieBung der
Vereinigung (J,,cy Un gleich X. Deshalb existiert eine Folge (x,) in x, € Uy, n € IN,
mit x,, — x. Da nach Satz 4.32 s,, gerade die orthogonale Projektion von x auf U, ist,
gilt: ||z — s, || < ||z —2,]|, ¥n € IN. Deshalb konvergiert (s,) gegen x. Die Parsevalsche
Gleichung folgt schlieBlich aus der Identidéit ||z — s,[|2 = ||z]|* — ||, ||* fiir jedes n € IN.
Damit ist alles gezeigt. U

4.2 Lineare Abbildungen

Definition 4.36 FEs seien X und Y zwei lineare Riume dber (demselben Korper) K.
Eine Abbildung F : X — 'Y heifit linear, wenn gilt

F(Ax+py) = M\F(z) + pF(y) fir alle A,y € Kund z,y € X.

Die Menge aller linearen Abbildungen von X nach Y wird mit L(X;Y) bezeichnet.
Anstelle von L(X;X) schreibt man auch L(X). Mit I € L(X) bezeichnet man die
identische Abbildung in X .

Beispiel 4.37
a) F: R — R™ ist linear, falls F' die Gestalt F(x) = xa, Yo € R, mit a € R™ hat.

b) F: R™ — R ist linear, falls F' die Form F(x) = (x,a), Yx € R™, mit a € R™
hat.

Eigenschaften 4.38
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(i) L(X;Y) ist ein linearer Raum tber K mit den Operationen

(F+G)(x) = F(z)+ G(x),

(AF)(z) = M\F(z). } fir alle z € X, A € K.

Das Nullelement in L(X;Y) ist die Abbildung, die alle x € X auf das Nullelement
'Y abbildet. Wenn X und Y endlich-dimensional sind, so gilt

dim £(X;Y) =dim X - dim Y.

(ii)) Wenn F : X — Y und G : Y — Z zwei lineare Abbildungen sind, so ist auch
ihre Verkettung G o F': X — Z linear.

(iii) Wenn F : X — Y linear ist, so sind die Mengen {x € X : F(x) = 0} und
R(A) ={F(z) : x € X} Unterriume von X bzw. Y.

(iv) Wenn F : X —Y linear und bijektiv ist, so ist auch F~' Y — X linear.

(v) Fir fiviertes G € L(X) ist die Abbildung F +— F o G von L(X) in L(X) linear.
Dagegen ist die Abbildung (F,G) — F oG von L(X) x L(X) in L(X) i.a. nicht
linear.

Beweis:

(1) Die Axiome eines linearen Raumes sind fiir £(X;Y') erfiillt. Es gelte nun dim X =
mund dimY =n. Sei F' € L(X;Y) und a4, ...,a, bzw. by,...,b, Basen aus X
bzw. Y. Wir definieren \;(x) als den Koeffizienten von a; in der Basisdarstellung
von z € X. Diese Koeflizienten \;(+) stellen lineare Abbildungen von X in K dar.
Wir definieren nun lineare Abbildungen F;; € £(X;Y') durch F;(x) := X\;j(x)b;
firi=1,...,m, j=1,...,n. Diese Abbildungen bilden eine Basis von £(X;Y)
(Ubung).

(1v) Es seien y,g € Y und A, u € K. Ferner seien x,7 € X so gewahlt, da} F'(z) =y
und F(z) = g. Dann gilt F(Ax 4+ puz) = \F(z) + uF(Z) = Ay + pg und folglich
FY Ay + pg) = Ao+ p@ = AF~H(y) + pF~H(9).

(i) , (i11), (v) (Ubung). O

Definition 4.39 (Nullraum, Defekt und Rang linearer Abbildungen)

Fir F € L(X;Y) heifit der Unterraum N(F) = {x € X : F(z) = 0} Nullraum bzw.
Kern von F. Die natiirlichen Zahlen d(F') := dim N(F') und r(F') := dim R(F') heiflen
Defekt bzw. Rang von F'.

Satz 4.40 (Dimensionsformel fir lineare Abbildungen)
FEs seien F € L(X;Y) und X endlichdimensional. Dann ist

dim N(F) +dim R(F) =dim X bzw. d(F)+r(F)=dimX.

Wenn dim X = dim Y ist, so gilt insbesondere, daff F' genau dann injektiv (d.h. N(F') =
{0}) ist, wenn F surjektiv (d.h. R(F) =Y ) ist.

Mit anderen Worten, ist dim X = dimY', so gilt die Alternative: Entweder die homo-
gene Gleichung F(x) = 0 besitzt eine Lisung x # 0 oder die inhomogene Gleichung
F(z) =y besitzt fir jedes y € Y genau eine Losung x € X.
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Beweis: Es sei dim X = m und dim N(F) = n < m. Die Elemente by, ..., b, seien eine

Basis fiir N(F') und ay,...,a, eine Basis fiir X. Wir gehen jetzt vor wie im Beweis
von Satz 4.23 und iiberpriifen, ob by,...,b,,a; linear unabhéingig sind. Ist dies der
Fall setzen wir mit by, ..., b,,a; fort und fragen, ob by,...,b,, a1, as linear unabhéngig
sind. Ist dies nicht der Fall, so untersuchen wir als néchstes die lineare Unabhéngigkeit
von by, ..., b,,as. Diesen Prozef setzen wir fort und erhalten die linear unabhéngigen
Elemente by, ...,b,,a;,,...,a;,, deren lineare Unabhéngigkeit bei Hinzunahme eines a;
mit j € {1,...,m} \ {é1,...,i} verloren geht. Nach Konstruktion muf§ deshalb k =
m—n gelten und by, ...,b,,a;,,...,a; eine Basis von X sein. Wir betrachten die Bilder
F(ai;) € R(F) fiir j = 1,...,m —n und untersuchen die Gleichung > \;F(a;,) = 0
j=1

mit \; € K, 7 =1,...,m —n. Wegen der Linearitdt von F' gilt

Z azj = Aja;; € N(F

: _]:1
Stellt man x als Linearkombination der Basis by,...,b, von N(F') dar, so wird klar,
dafl dies der linearen Unabhéngigkeit von by, ..., by, a;,...,a; widerspricht, falls gilt

(A1, s Amen) # (0,...,0). Folglich mul A\; = 0, j = 1,...,m — n gelten und die
F(ai,),..., F(a;, ,) sind linear unabhéngig. Es sei nun y € R(F') beliebig gewihlt und
es sei € X mit F(z) = y. Dann 148t sich z als Linearkombination der Basiselemente
mit Koeffizienten p;, 1 =1,...,m, darstellen und es gilt

Y= Z piF(b;) + Z Pt F az] Z T az]
=1

Also ist F'(a;), ..., F(a;, ,) eine Basis in R(F') und es gilt dim R(F') = m — n. Der
letzte Teil der Aussage folgt daraus sofort. OJ

Folgerung 4.41 (Ldsungsmengen inhomogener linearer Gleichungen)

Wenn X endlichdimensional, F € L(X;Y) undy € Y, so ist die Menge aller Losungen
x € X der Gleichung F(x) =y ein affiner Unterraum der Dimension dim X — r(F).
Es gilt namlich  {z € X : F(z) =y} =20+ N(F) gdw. F(x9)=1y.

Beweis: (=) Gilt {z € X : F(z) =y} = 29 + N(F), so mufl F(zy) =y gelten.

(<) Gilt F(z9) =y, so auch 7o + N(F) C {x € X : F(z) = y}. Ist x eine Losung
von F(x) =y, so gilt F(z —x¢) =0, dh. x —xy € N(F) oder z € zy + N(F).

Die Dimension von N(F') ist nach Satz 4.38 aber gerade dim X — r(F). O]

Bemerkung 4.42 Den Sachverhalt in Folgerung 4.39 formuliert man bisweilen auch
wie folgt: Die allgemeine Lisung der inhomogenen Gleichung, namlich {x € X : F(x) =
y}, ist gleich der Summe aus einer partikuldren Ldsung der inhomogenen Gleichung,
namlich xo, und der allgemeinen Lisung der homogenen Gleichung, ndamlich N(F).

Folgerung 4.43 (Projektoren)
Es seien X ein linearer Raum und Uy, Uy Unterrdume von X mit X = U; @ Us.
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(i) Ist P der Projektor auf Uy entlang Us,, so ist P linear, es gilt Po P = P, und

I — P st der Projektor auf Uy entlang U, .

(i1) Erfillt P € L(X) die Gleichung P o P = P, so ist P der Projektor auf R(P)

entlang N(P).

Beweis:

(1)

4.3

Seien z,y € X und A\, u € K. Dann existieren eindeutig bestimmte x1,y; € U;
und z5,ys € Uy, so daBB x = z1 + x5 und y = y; + vy, und es gilt P(x) = x; und
P(y) = y; sowie (I — P)(z) = ¢ — x1 = x5. Also ist I — P der Projektor auf
U, entlang U;. Uberdies folgt Azy + pyy € Uy und Pz + py) = Ay + pyr =
AP(z1) + pP(y;). Damit ist P linear. Weiterhin gilt P(u) = u fir alle u € U;
und damit P o P(x) = P(P(z)) = P(x) fur alle z € X.

Alles ist gezeigt, wenn X = R(P) & N(P) gilt. Fiir x € X betrachten wir die
Darstellung z = P(z)+ (x— P(x)). Wegen P(x) € R(P), bleibt x — P(x) € N(P)
zu zeigen. Da P linear ist und P o P = P gilt, folgt P(x — P(x)) = P(z) —
P(P(z)) = 0. Die Darstellung = = P(x) + (x — P(x)) fiir z € X ist eindeutig, da
R(P)NN(P) =0 gilt (vgl. 4.14). O

Matrizen

Definition 4.44 (Matrix)
Eine m x n-Matriz tiber K ist eine Anordnung

ai ai12 v QA1n

a1 d22 ... d2p
A = la]

Am1 Am2 ... Amn

mit a;; € K. Die Zahlen a;; heiffen Koeffizienten von A. Die m-Tupel bzw. n-Tupel

alj

A2
bzw. [ail (075 I am}

amj

heifien Spalten bzw. Zeilen von A. Wenn aq, as,. .., a, die Spalten der Matriz A sind,
so schreibt man auch

A=lajay ...a,l.

Die Menge aller m X n-Matrizen tiber K wird mit K™*™ bezeichnet. Elemente von
K™ bzw. K™ werden mit Spalten- bzw. Zeilenvektoren aus K™ bzw. K identifi-
ziert. Matrizen mit gleicher Spalten- bzw. Zeilenzahl heiflen quadratisch. Unter der
Hauptdiagonalen einer quadratischen Matriz versteht man die Elemente aqq, asa, . . ., Gpp.

Quadratische Matrizen, bei denen alle Elemente auflerhalb der Hauptdiagonalen gleich
Null sind, heiffen Diagonalmatrizen. Die Diagonalmatriz mit Einsen auf der Diagonale
heif$t Einheitsmatriz und wird mit I bezeichnet. Hiufig schreibt man auch I = [0;;] (mit
dem Kronecker-Symbol d;;).
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Eigenschaften 4.45 (Addition und Multiplikation mit Zahlen)
K™*™ st ein linearer Raum tber K mit den Operationen

lais] + [bi;] = lag; + bl
Aag] = [Aag].
Das Nullelement in K™*" ist die Matriz, deren Koeffizienten alle Null sind, und sie
wird auch mit dem Symbol O bezeichnet. Ferner gilt dim K™*" =m - n.

Beweis: Dies ist ein Analogon zu 4.36 (i) (vgl. auch Satz 4.50). Eine Basis in K"*"
sind die mn Matrizen E;;, deren Koeffizienten mit Ausnahme einer 1 in der i-ten Zeile
und j-ten Spalte gleich Null sind. O

Definition 4.46 (Multiplikation von Matrizen)
Es seien A = [a;;] € K™ und B = [b;x] € K™". Dann heifit die Matriz
C = [ci] .= AB € K", wobei ¢y = Zaijbjk,z’ =1,....,0,k=1,...,n.
j=1
Produkt der Matrizen A und B. Wenn insbesondere B ein Vektor b € K™ ist, so ist
auch das Produkt ¢ = Ab € K* ein Vektor, wobei

m bl C1
C = Z a;jb; mit b= : und c¢=
=1 b Cy

Definition 4.47 (inverse Matrix)

Wenn zu einem gegebenem A € K™™ ein B € K™ ™ existiert, so dafl gilt AB = 1
und BA = I, so heif$st die Matriz A regulir oder invertierbar, B heifit inverse Matrix
2u A, und man schreibt B := A~'. Anderenfalls heifit A singuldr.

Definition 4.48 (transponierte und adjungierte Matriz)

(i) Fiir A € K™" bezeichnet man mit AT € K™*™ die Matriz, deren ite Zeile (bzw.
jte Spalte) gleich der iten Spalte (bzw. jten Zeile) von A ist, also

T
a1 12 oo Qp aipr a1 ... Qi

Am1 Am2 .. Gmp Aip  A2n ... GOpm

und nennt sie die transponierte Matrixz von A.

(i) Fir A € C™" st A* € C™™™ die Matriz deren Koeffizienten die komplez-
konjugierten Zahlen der entsprechenden Koeffizienten von AT sind, also

*

a1 a12 oo Qp aipy a1 ... Qi

Am1 Am2 ... O(mp Aip G2 -.. Qpm

und nennt sie die adjungierte oder konjugiert-transponierte Matriz von A. Insbe-
sondere ist AT = A*, wenn alle Koeffizienten von A reell sind.
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Eigenschaften 4.49 (Rechenregeln)
(i) Fir beliebige A € K™ " z € K" und y € K™ gilt (Az,y) = (z, A*y).
(i) Es gelten die folgenden Rechenregeln:

(M + pB)C = MAC) + (BC), C(AA+ uB) = \NCA) + u(CB),
A(BC) = (AB)C, 0A=B0=0, A=Al = A,
(AB)* = B*A*, (A™Y)y*=(A")"!, (AB)"'=B1A"1.

Dabei sind A, B und C bzw. A\ und p beliebige Matrizen bzw. Zahlen derart, dafs
die Operationen ausgefiihrt werden konnen.

Bewels
n

(i) {Az,y) = 3 (Z %%‘) =2 (Zla_jy) = (z, A*y), Vo e K",y € K™,
1= J]= 1=

(ii) Wir zeigen als Beispiele die drei letzten Eigenschaften:

Es seien A € K™" B ¢ K™ Dann gilt fiir alle z € K¥ und y € K™
nach (i): (z,(AB)*y) = (ABz,y) = (Bx,A*y) = (x,B*A*y). Deshalb muf
(AB)*y = B*A*y, Yy € K™ gelten.

Es sei A € K™ regulidr. Dann gilt (A™! ) A* = (AA™H* = I* = [ und
A (A = (ATA)* = I* = I. Es folgt (A*)~t = (A7)~

Es seien A, B € K™*" regular Dann gilt B~'A~'AB = B~ (A*IA)B = BB =
I und ABB A7V = A(BB 1) A = AA™' =1, also (AB)"' = B7'A™L. O

Beispiel 4.50 Die Rechnung

01 11_00§£02_11 0 1

01 00| |00 00| |00 01
zeigt, daf$ im allgemeinen in Matrizenprodukten die Faktoren nicht vertauscht werden
diirfen. Das Matrizen-Produkt ist also nicht kommutativ.

Aus 4.47 folgt, daf$ die Menge aller reguliren Matrizen in K™*™ eine nicht-kommutative
Gruppe bzgl. der Multiplikation bildet.

Satz 4.51 (Basiswechsel-Matriz)

(i) Es seien by,---, by, und b}, -, b, zwei Basen in einem linearen Raum X und

r'm

C = [¢ij] € K™™ eine Matriz. Dann gilt

b = ch-jbé, Vi=1,....m gduw. Z)\jbj = Z,uib;, wobei = C\.
i—1 -1 i—1

Dabei bedeutet p= C, daf§ p; =370 cijhy (i=1,...,m).
Die Matriz C' heifst dann Matriz des Basiswechsels von by, ... by, zu by, ... bl .

Die j-te Spalte von C' sind die Koordinaten des j-ten alten Basisvektors bzgl. der
neuen Basis.

84



(ii) Die Matriz C ist requlir, und C~' ist die Matriz des Basiswechsels von der Basis
by,...,bl zu der Basis by,..., by.

(iii) Wenn b, ... bl eine Orthonormalbasis bzgl. eines Skalarprodukts in X ist, so
gilt ¢;; = (b], b;} fiir alle 1,7 = 1,...,m. Wenn ferner by,...,b,, ebenfalls eine
Orthonormalbasis ist, so gilt C~* C’*

Beweis:
(i) Far alle ¢,5 € {1,...,m} seien ¢;; € K so gewahlt, daf b; = > ¢;;¥/ gilt. Daraus
i=1
folgt

Z)\ b _iAJ (ch ) Em: (icijAj> b,.

=1 =1 7=1

Gilt umgekehrt die Gleichung Z Ajb; = Z wibi, so folgt die behauptete Darstel-
=1 i=1

]7 =
lung fiir die p;, 2 = 1,...,m, aus der Eindeutigkeit der Basisdarstellung.
(i) Es scien C' = (¢;;) und C' = (&;) die Matrizen des Basiswechsels von by, ..., by,
zZu bll, ) ..,b;n bzw. von bll, ) ..,b;n zu by, ..., b,. Es gilt also
bi=> cyb (Vj=1,...,m) und b= &b (¥i=1,..m).
i=1 j=1

Daraus folgt durch Einsetzen

Z Z Zcﬂczk 1,...,m).
j=1 j=1 i=1

Wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung folgt aber daraus, dass

HMS

Zéjicik:(%k (Vj,k=1,...,m) oder cC=1.

=1

Durch umgekehrtes Einsetzen und Koeffizientenvergleich bzgl. der Basis bi,...,
b, erhilt man analog CC = I. Also ist die Matrix C regulir und C' ist die inverse
Matrix.

(iii) Ist b),...,0, eine Orthonormalbasis, so folgt aus Satz 4.30, dafl b; = Z(b], b;)b;

i=1
fiir jedes j = 1,...,m und folglich ¢;; = (b;,b;), 4,5 = 1,...,m. Ist auch by, ..., by,
ein Orthonormalsystem, so gilt b; = E( b;)b; E j fiir i =1,...,m. Aus
7j=1 7=1

(ii) folgt schlieBlich die Aussage. O
Satz 4.52 (Matriz-Darstellungen linearer Abbildungen)
Es seten X und 'Y lineare Rdume tiber K mait den Basen by, ...,b,, in X und bll, cee b/n
nY.
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(1) Es sei F' € L(X;Y) und Ap = [a;;] € K™*" eine Matriz. Dann gilt

n

F(b) :Zaijb;-,‘v’i =1,....,m gdw. F(Z)\ibi) :Zujb;-, wobei pp = AT\ .
i=1 j=1

J=1

Dabei bedeutet = ATX, daf p; = > it ahi (Vi=1,...,n).
Die Matriz Ar heifst dann Matrizdarstellung von F bzgl. der Basen by, ..., b,
und by, ...,b,.

(11) Fiir beliebige A, p € K und F,G € L(X;Y) gilt Axpipc = Nrp + pAc.
(i1i) Fir G e L(X;Y) und F € L(Y; Z) gilt Apoc = AGAF.
(iv) Wenn by,...,b,

. €ine Orthonormalbasis bzgl. eines Skalarprodukts (-,-) in'Y ist,
so gilt a;; = (F(b;), j)furallez—1,...,m,j—1,...,

Beweis:
(i) Analog zum Beweis von Satz 4.49 (i) erhélt man die erste Aussage aus

PO Xb) =Y NF0) =Y N agb; =Y () ayh)b,

i= i=1 i=1  j=1 j=1 i=1

(ii) (Ubung)
(iii) Ist b),...,b, eine Basis in Z und gilt G(b;) = an i (Vi = 1,...,m) sowie

l
F(b;) = ];1 apb, (Vj =1,...,n), so folgt

l n
FoG(b Zawz%kbk = Z Zaijdjk)b; (t=1,...,m)
j=

k=1 j=1
und damit die Aussage wegen Ap.q = (Z;;l a;ja;;) = AcAp.
(iv) folgt analog zu Satz 4.49 (iii) aus Satz 4.30. O
Definition 4.53 (dhnliche, symmetrische und orthogonale Matrizen)

(i) Zwei Matrizen A, B € K™ ™ heiflen dhnlich, wenn eine regqulire Matriz C' €
K™*™ existiert, so daf gilt B = CAC™1.

(i) Fine Matriz A € K™ ™ heifit selbstadjungiert bzw. symmetrisch, wenn A* = A
bzaw. AT = A gilt.

(iii) Eine Matriz A € K™ ™ heifit orthogonal, wenn A™1 = A* gilt.
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4.4 Determinanten

Definition 4.54 (induktive Determinantendefinition)

Es sei [a;j] € K™*™ eine quadratische Matriz.

Ist m =1, so ist det(A) := ayy die Determinante von A.

Ist m > 1, so bezeichne Ay, die Matriz aus Km=D*(m=1 " die qus A durch Streichen
der i-ten Zeile und k-ten Spalte entsteht.

Dann heift det (A) := " an(—1)"tdet(Ay) die Determinante von A.
i=1

Beispiel 4.55

a)m=2:
ailz aig 2 3
det = Gn(—l) Qoo + Gzl(—l) Q12 = A11022 — A120A21
a1 Q22
b) m=3:
ailz a2 a3 a a a a
22 Q23 12 13
det | as1 a2 ao3 =  adet — a9 det
ag2 ass ag2 ass
a31 32 23
Q12 A13
+asy det
Q22 A23

= (11022033 — G11023032 — (12021033 + Q13021032
+ajpaszaz — aizageas  (Sarus’sche Regel).

c)me N, A:=diag(dy,...,dy), d.h., A ist die Diagonalmatriz mit Diagonalelemen-
ten dy, ..., dy,. Es gilt:

d 0 ... 0
0 dy ... 0 m

det(diag (dy,...,dp)) =det | | =ddet(diag(da,....dn)) =[] di
Do P
0 0 ... dn

Insbesondere gilt fiir die Determinante der Einheitsmatriz I € K™ ™: det (1) = 1.
Satz 4.56 (Laplacescher Entwicklungssatz)
Es sei A = [a;;] € K™ mit m > 2. Dann gilt fir jedes k =1,...,m:

det (A) = i air(—1)Tdet (Ay).

Die Zahl (—1)"*det (A;) heifst die Adjunkte zu ag, firi k=1,...,m.

Beweis: durch vollstéandige Induktion iiber m unter Ausnutzung der Richtigkeit der
Aussage fiir m = 2 (vgl Beispiel 4.53a)) und von 4.52, wonach die Aussage fiir k = 1
und jedes m € IN richtig ist.

(Literatur: S. Brehmer, H. Belkner: Einfiihrung in die analytische Geometrie und li-
neare Algebra, Verlag der Wissenschaften, Berlin 1966, Kap. 3.4.3.)
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Eigenschaften 4.57

a) Istt € K, A € K™*™ so gilt fir die Determinante der Matriz, die aus A dadurch
entsteht, dafS die k-te Spalte mait t multipliziert wird, daf8 gilt:

ai; ... talk oo Qim
det : oo : = tdet (A).
A1 -+ tamp ... Gmm

Insbesondere gilt det (tA) = t™det (A).

b) Vertauscht man in einer quadratischen Matriz A zwei Spalten, so wechselt die
Determinante von A das Vorzeichen.

c) Haben die Elemente in der k-ten Spalte einer quadratischen Matriz die Form

/ . P . .
ai, +a,, k=1,...,m, so gilt fir die Determinante
/
ar ... [050% + A1 .. Qim a;y ... QA ... QAim
det : : ., : : = det
!
Am1 oo v Qg+ Qi - Qmm Am1 -+ Qmk .- Gmm
’
ailr ... Qi -.. Qip
+ det
!
O ST s,

d) Sind in einer quadratischen Matriz A zwei Spalten gleich, so gilt det (A) = 0.

e) Addiert man zu einer Spalte einer quadratischen Matrixz ein beliebiges Vielfaches
einer anderen Spalte, so dndert sich die Determinante nicht.

Beweis:
a) Wir wenden Satz 4.54 an und erhalten

aijr ... talk N AT m
det |+ ¢ . = tag(—1)"det (Ay) = tdet (A).
Am1l -+ tQmp ... Qmm =1
b) Die Aussage ist fiir m = 1 und m = 2 richtig. Wir beweisen sie fiir jedes m durch
vollsténdige Induktion und nehmen an, da8 sie fiir m — 1 richtig ist. Es sei A" diejenige

Matrix, die aus A entsteht, indem deren k-te und [-te Spalte vertauscht wird. Wir
wéhlen p € {1,...,m} mit p # k und p # [. Nach Satz 4.54 gilt:

aip(—1)"Pdet(Ayp),

M-

det (A) =

=1

!

aip(—l)iﬂ’det(A;p).

M

det (A) =

1

7

88



Nach Konstruktion gilt aber a;, = a;p und nach Induktionsvoraussetzung det (4;,) =
—det (A;,) jeweils fiir i = 1,...,m. Also folgt: det (A) = —det (4").

c) folgt sofort ebenfalls aus Satz 4.54.

d) Bei Vertauschung der beiden gleichen Spalten dndert sich die Matrix nicht. Anderer-
seits dndert sich nach b) das Vorzeichen der Matrix. Deshalb mufl det (A) = 0 gelten.
e) folgt aus den Eigenschaften c), a) und d) (in dieser Reihenfolge). O

Fat man die Determinante einer quadratischen Matrix als Funktion auf, die vom Raum
aller m-Tupel von Spalten in R abbildet, so besagen die Eigenschaften a) und c), dafl
die Determinante als Funktion einer beliebigen Spalte (bei fixierten anderen m — 1
Spalten) linear ist. Solche Abbildungen nennt man auch m-multilinear.

Satz 4.58 Es seien A, B € K™*™. Dann gilt:
(a) det (AT) = det (A),

(b) det (A B) = det (A) det (B).
Insbesondere gilt fiir jede requlire Matriz A: det (A1) = (det (A))~L.

Beweis:
b) Wir beginnen damit, die Aussage fiir den Fall zu zeigen, dafl eine der Matrizen,
sagen wir B, eine Diagonalmatrix D = diag(ds,...,d,) ist. Es gilt

det (A D) = det (draz, . . ., dmatin) = | [ di det (A) = det (D)det (A).
=1

Dabei folgt das zweite Gleichheitszeichen durch Matrix-Multiplikation ((dga;) bezeich-
net dabei die k-te Spalte von AD), das dritte folgt aus 4.55a) und das vierte aus Beispiel
4.53c). Im folgenden entwickeln wir nun eine Methodik, die den allgemeinen Fall auf
die eben betrachtete Situation zuriickfiihrt.

Wir betrachten die folgenden speziellen (Transformations-) Matrizen

O --- 0 --- 0
Lijt):=T+t] 0 -+ 1 - 0 | =1+te'(e) (t €R,i #j),
O --- 0 --- 0

d.h., die Matrizen enstehen dadurch, daf§ zur Einheitsmatrix I € K"™*™ eine Matrix
addiert wird, die mit Ausnahme des Elementes ¢ in der i-ten Zeile und j-ten Spalte
nur Nullen enthélt. Die Matrix-Multiplikationen L;;(t) A bzw. A L;;(t) bewirken, daf}
zur i-Zeile bzw. j-ten Spalte das t-fache der j-ten Zeile bzw. i-ten Spalte addiert wird.
Durch Multiplikationen von A (und B) von rechts und links mit geeigneten Matrizen der
Form L;;(t) gelingt es, beide Matrizen A und B auf Diagonalform zu transformieren.
Wir demonstrieren das im Fall der Matrix A = [a;j]. Ist a3 # 0, so multiplizieren
wir A von rechts nacheinander mit le(—%), k = 2,...,m. Dadurch entstehen in
der ersten Zeile ab der zweiten Spalte Nullen. Ist a;; = 0, aber ay; # 0 fiir ein [ €
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{1,...,m}, so multiplizieren wir zuerst A von rechts mit L;; (1) und erreichen dadurch,
dass das Element in der ersten Zeile und Spalte verschieden von 0 ist. Sind in der
ersten Zeile alle Elemente gleich 0, so gehen wir zur zweiten Zeile iiber und erreichen
durch Multiplizieren mit Matrizen von rechts, daf alle Elemente ab der dritten Spalte
zu 0 werden. So setzen wir fort und erhalten eine untere Dreiecksmatrix. AnschlieSend
multiplizieren wir analog von links mit solchen Transformations-Matrizen und erhalten
am Schluf3 eine Diagonalmatrix D 4. Es existieren also Matrizen L(i) und Lx), die jeweils
Produkte solcher Transformations-Matrizen sind, fiir die gilt

WALy =py.

Da iiberdies fiir die Inversen der Transformations-Matrizen gilt (L;;(t))™! = Ly (—t),
kann die letztere Relation auch in der Form

A= i p, i

geschrieben werden, wobei die dort auftretenden Matrizen iﬁ? und i(j) vom selben

Typ sind wie vorher. Damit gilt
det (A) = det (L D4 LE)) = det (LY D4) = det (LY)det (D) = det (D),

wobei das zweite Gleichheitszeichen sukzessive aus 4.55¢), das dritte aus unserer An-
fangsbetrachtung und das vierte daraus folgt, dafl wieder sukzessive 4.55¢) und ab-
schlieflend det (L;;(t)) = 1 Vt € R verwendet wird.

Betrachtet man nun auch eine entsprechende Transformation

B=1Y DyLy

der Matrix B, so kann man wie folgt vorgehen:

det (AB) = det (LY Dy LW LY D, 1Y)
= det (LY Dy )L()DA)
= det (LY Dg LY LYY det (D 4) = det (LY D) det (D.4)
= det (L Sg)det(DB)det(DA) det (Dg) det (D)
= det (A)det (B).

Dabei werden wieder dieAselben Scl}h'isse verwendet wie vorhin.
a) Da natiirlich AT = (L) D4(L)T und (Li;(£))T = Ljs(t) gelten, folgt analog zu
oben auch

det (A7) = det (D4) = det (A).
Damit ist alles gezeigt. 0
Satz 4.56(a) impliziert, daf§ Satz 4.54 und die Eigenschaften 4.55 richtig bleiben, wenn

man jeweils “Spalte” durch “Zeile” ersetzt.
Die folgende Aussage verwendete Leibniz zur (alternativen) Determinantendefinition.
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Satz 4.59 (Leibniz)
Es sei A = [a;;] € K™*™. Dann gilt:

det (A) = Z det ([e’, ..., " )aj, 1 m;
J1seennJm=

wobei €/ der j-te kanonische Einheitsvektor im R™ ist, d.h., die Spalte mit einer 1 in
der j-ten Zeile und Nullen in allen anderen Zeilen. Es gilt

1 falls die Anzahl der Spaltenvertauschungen von

[e) ..., e?m]zur Einheitsmatriz I gerade ist,
det ([e’t,...,e'™]) =< —1 falls die Anzahl der Spaltenvertauschungen von
et ... e zur Einheitsmatriz I ungerade ist,

0 falls {j1,...,Jm} 2zwei gleiche Elemente enthdlt.

(Man nennt das m-Tupel (j1,. .., Jn) auch eine Permutation von (1,...,m), falls j; #
Ji fiir @ # k gilt. Die Zahl det ([¢/!,...,e/"]) nennt man dann das Vorzeichen der
Permutation (j1,...,jm).)

Beweis: Es seien ag, k= 1,...,m, die Spaltenvektoren von A. Dann gilt:
m m
ap = Zajkej = Z ajme]’“ (/{: =1,... ,m).
j=1 =1

Unter Ausnutzung der Rechenregeln 4.55¢) und a) fiir Determinanten erhalten wir

det (A) = det ([Z aj e, Z aj.me™])

j1=1 ]mzl
= Z det ([aj, €7, ..., aj,, me™])
Jtreegm=1
= Z det ([e* el a1 g m-
J1yeesim=1
Die Formel fiir det ([, ..., e/m]) folgt aus 4.55D). O

Satz 4.60 Es sei A = [a;;] € K™*™,
Dann ist A regulir gdw. det (A) # 0 und

(—=1)*tdet (A1) (—=1)*tdet (Agy) -+ (=1)™Fldet (A1)

o1 (=) 2det (Ap)  (=1)*"2det (Ag) -+ (=1)™"2det (Apno)
 det (A) : : :

(=D)mdet (Ayn) (1) ™det (Agy) -+ (=1)™det (Am)
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Beweis: Nach Satz 4.54 gilt: det (A) = 3" ay(—1)"*det (A) (k=1,...,m).

=1
Wiirde in die k-te Spalte von A die j-te Spalte von A geschrieben werden, so wéren
in der entstandenen Matrix 2 Spalten gleich und folglich deren Determinante gleich 0
nach 4.55d). Also wiirde gelten

Zaij(—l)”kdet (A) =0 (G #kjk=1,...,m).
=1

Wir betrachten jetzt die Matrix A der Adjunkten (zu den Elementen von A), d.h.,

(—1)1*idet (Ayy) -+ (—1)1™det (Ayy)
A= : : :
(—1)™*idet (Apg) -+ (—1)™ " det (Ap)

Dann gilt nach den obigen Uberlegungen

ATA = [Z aij(—l)”kdet(Aik)] .7
= dilz;g (det (A),...,det (A)) =det (A) I.

(=) Ist A regulér, so gilt det (A) # 0 nach 4.56b), und damit detl(A) ATA=1T.

(<) folgt aus der letzten Identitét. O

Beispiel 4.61

100
Wir betrachten A= | 0 0 1 | mitdet (A) = —1. Nach Satz 4.58 gilt:
010
det (AH) —det (A12> det (Al?;) —1 0 0
A_l = — —det (Agl) det (AQQ) —det (A23) = — 0 0 -1 = A.
det (Agl) —det (Agg) det (Agg) 0 —1 0

4.5 Lineare Gleichungssysteme

Definition 4.62 Es set A € K™" und b € K™ gegeben. Dann bezeichnet man die
Gleichung Ax = b als lineares Gleichungssystem mit dem Vektor x € K" der Unbe-
kannten. Ist der Vektor b der rechten Seiten gleich Null (bzw. ungleich Null), so heifst
das lineare Gleichungssystem homogen (bzw. inhomogen).

Es sei eine Matrix A = (ay,...,a,) € K™ mit den Spalten a; € K™, i = 1,...,n,
gegeben. Da die Matrix A eine lineare Abbildung von K" in K™ definiert, bezeichnen
wir analog zu Definition 4.37 mit ker(A) = {x € K" : Az = 0} den Kern von A und
mit r(A) = dim span{ay,...,a,} den Rang von A. Nach Satz 4.38 gilt dann

r(A) 4+ dimker(A) = n.
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Satz 4.63 (Ldsbarkeit und Losungsmenge)
Es seien A € K™*" ynd b € K™.
Das lineare Gleichungssystem Ax = b besitzt eine Losung gdw. r[A bl =1 (A).
Ist o € K" eine beliebige Losung, so gilt {x € K" : Az = b} = xo + ker(A).
Falls m = n und det (A) # 0, so besitzt das lineare Gleichungssystem fiir alle rechten
Seiten b € K" eine eindeutige Losung T = A~1b. Fiir diese gilt:
S bi(—1)Fdet (Ag)

T = =L aet () Jk=1,...,m. (Cramersche Regel)

Beweis: Die Rang-Bedingung r[A b] = r (A) fiir die um die Spalte b erweiterte Matrix
A zu [A b] ist gleichbedeutend damit, da§ b zum Wertebereich span{as,...,a,} von A
gehort. Dies bedeutet aber gerade Losbarkeit von Ax = b.

Die zweite Aussage ist eine Konsequenz von Folgerung 4.39. Die dritte Aussage folgt aus
Satz 4.58 und der Formel z = mgpb, wobei A die Matrix der Adjunkten darstellt. O
Fiir die numerische Losung linearer Gleichungssysteme mit “groflen” m = n ist aber
die Cramersche Regel nicht geeignet, da die Berechnung von Determinanten nach De-
finition 4.52 bzw. Satz 4.57 eine Anzahl von Operationen (Additionen und Multipli-
kationen) erfordert, die mit m! schnell anwéchst. Deshalb erinnern wir uns an die
Beweis-Methodik von Satz 4.56 mittels Transformations-Matrizen. Die dortige Metho-
dik wenden wir aber nur zur Transformation von A auf Dreiecksgestalt an. Ausgangs-
punkt sind die Beobachtungen, dass die folgenden Operationen die Losungsmenge nicht
verdndern:

e Multiplikation einer Zeile von Az = b mit einem Faktor ungleich Null,

o Addition einer Zeile von Az = b zu einer anderen Zeile.

Dies bringt uns auf die Idee zu folgendem Algorithmus, der auf die algemeine Situation
(rechteckiger) linearer Gleichungssysteme anwendbar ist.

Algorithmus 4.64 (Gaufischer Algorithmus)
Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax =b mit A € K™ und b € K™.

o AW = A b .= p;

o firk=1,....n—1:

- finde einen Index s(k) € {k, k+1,...,m} mit ag(gl)ﬁ)vk # 0 und vertausche die

Zeilen k und s(k) in A% und b%) und bezeichne die Elemente wie vorher;

0 , 1t=k+1,....mj=k
(k)
caf =0 a St =kl m=k+ 1.0
Tk
al(-f) sonst
(k)
N R AR S N
- i - kk
bgk) sonst
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o R:=AM ¢.=p,

Satz 4.65 Die Liosungsmenge von Rx = c ist gleich der Lisungsmenge von Ax = b.
Die Matriz R besitzt obere Dreiecksgestalt, wobei die i-ten Zeilen fir 1(A) <i <m
gleich Null sind. Ist ¢; mit v(A) < i < m ungleich Null, so ist das Gleichungssystem
nicht losbar. Gilt m = n, so kann die Lésungsmenge von Rx = ¢ durch die sogenannte
Riickwdrtselimination sukzessive bestimmt werden:

m
Cm .
xm::r—’ T, = C; — E Tijl’j/rii, Z:m—l,...,l.
mm j=it1

4.6 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 4.66 (Figenwerte, Figenvektoren)
Es seien A e C™*™ X\ € C und x € C™ mit

Az =z, ©#0.

Dann heiflen X bzw. x Eigenwert bzw. Eigenvektor von A. Die Menge aller Eigenwerte
von A heifit Spektrum von A und wird mit spec(A) bezeichnet.

Die gleiche Terminologie kann man fiir lineare Abbildungen F' : X — X auf einem
beliebigen linearen Raum X einfiithren. Falls X endlich-dimensional ist, gelten dann
Analoga zu den nachfolgenden Resultaten.

Satz 4.67 (charakteristisches Polynom)
FEine Zahl \ € C ist Eigenwert von A € C™*™ gdw. sie Nullstelle des charakteristischen
Polynoms von A ist, d.h.,

wa(A) :==det(A— ) =0.
Die Menge spec(A) C C ist nichtleer und besteht aus hichstens m Elementen.

Beweis: Ein Eigenvektor x zum Eigenwert A von A ist nach Definition 4.64 nichttriviale
Losung des homogenen linearen Gleichungssystems

(A= M)z =0.

Da xy = 0 Losung dieses linearen Gleicungssystems ist, ist seine Losungsmenge gerade
der Unterraum ker(A — AI). Das homogene lineare Gleichungssystem hat also genau
dann eine nichttriviale Losung, wenn ker(A — AI') # {0} gilt. Also folgt:

x ist Eigenvektor zu A gdw. ker(A — A\I) # {0} gdw. A — Al ist nicht reguldr gdw.
det(A — X\I) = 0 (nach Satz 4.58). - -
Nach Satz 4.57 mufl aber () := det(A — AI) ein Polynom m-ten Grades mit kom-
plexen Koeffizienten sein (der Term mit der hochsten A-Potenz ist gerade (—1)™A™).
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat aber ein solches Polynom mindestens eine
Nullstelle und héchstens m verschiedene Nullstellen in C. U
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Definition 4.68 (Vielfachheit und Eigenraum)
Es sei X Figenwert von A € C™*™,

(i) Der Unterraum ker (A— XI) aller Eigenvektoren zu \ heifit Eigenraum zu \, und
seine Dimension heifst geometrische Vielfachheit von A

(ii) Ezistiert ein o € {1,...,m}, so daf

pa(A) = (A =XN(A)  und  P(X) #£0,

so heifit a algebraische Vielfachheit von X und der Unterraum ker (A— 5\[)0‘ heifst
verallgemeinerter Figenraum von A

Das nachfolgende Beispiel zeigt, dafl die geometrische und algebraische Vielfachheit
eines Eigenwerts i.a. verschieden sind.

Beispiel 4.69

Wir betrachten die Matric A = < _31 1 ) Es gilt det(A — XI) = (A — 2)? und
ker (A—21) = ker _11 _11 . Der Eigenwert A = 2 hat also algebraische Vielfachheit

a = 2 und geometrische Vielfachheit v = 1.

Ehe wir zeigen, daf} die algebraische Vielfachheit stets grofler oder gleich der geome-
trischen Vielfachheit eines Eigenwerts ist, benotigen wir eine wichtige Vorbereitung zu
Eigenwerten dhnlicher Matrizen.

Satz 4.70 (Eigenwerte dhnlicher Matrizen)
Es seien A, B und T in C™™ T sei requlir und es gelte B = T—*AT, d.h., A und B
seien dhnlich. Dann gilt:

wa(A) =¢p(A)  und dim ker (A — A\) =dim ker (B — ) VA€ C.

Insbesondere besitzen also A und B diesselben Eigenwerte mit denselben geometrischen
und algebraischen Vielfachheiten.

Beweis: Fiir jedes A € C gilt:

det (B— M) = det(T AT — XI) = det (T"'(A - \I)T)
= det (T")det (A — M) det (T) = det (A — \I).

Dabei wurde insbesondere Satz 4.56 verwendet. Uberdies gilt:
By=XNy < ATy)=XTy) < (A-X)(Ty)=0.

Also ist y Eigenvektor von B zu A genau dann, wenn 7Ty Eigenvektor von A zu \ ist und
es gilt ker (A —\I) =T ker (B — A\I). Da T regulér ist, stimmen aber die Dimensionen
von ker (A — AI) und ker (B — AI) iiberein. O
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Satz 4.71

Es seien Ai,...,\, samtliche verschiedenen Figenwerte einer Matriz A € C™ ™ mit
den algebraischen bzw. geometrischen Vielfachheiten o, ..., oy, bzw. 71, ...,7,. Dann
qilt

wa(N) = H)\—)\ Zaz— und 1<y <o <m,i=1,...,p.

Beweis: Da die Aq,...,\, sdmtliche verschiedenen Eigenwerte von A mufl nach Defi-

nition 4.66 @a(A) = [T_, (A — A)*)(N) gelten, wobei das Polynom ¢(-) keine wei-

teren Nullstellen besitzen darf, also ¥)(\) = C' =const gelten mu. Dann folgt aber
P oy =mund C =1, da @a(-) ein Polynom m-ten Grades mit hochstem Koeffizi-

enten (—1)™ ist.

Klar ist nach Definition 4.66 auch 1 < v;,; < m fiir ¢« = 1,...,p. Um die verbliebene

Ungleichung zu zeigen, betrachten wir den Eigenwert \; mit ¢ € {1,...,p}. Es seien
Ti1, . .., Ty, eine Basis des Eigenraums ker (A — A\;I). Wir ergénzen diese 7; linear un-
abhéngigen Elemente zu einer Basis von C™ und bilden eine Matrix 7' € C™*™, indem
wir beginnend mit x;1,. .., 2;, diese linear unabhéngigen Vektoren in ihre Spalten ein-
tragen. Dann gilt T'e; = x;; fiir j = 1, ..., 7; und die Elemente e; der kanonischen Basis.
Folglich gilt T-'ATe; = T 'Axi; = Nej, j = 1,..., v, baw. T7PAT = ( )\6] g ),

wobei [ die Einheitsmatrix im CY*7 ist sowie B und C' Matrizen passender Dimension
sind. Durch sukzessive Entwicklung nach der ersten Spalte ergibt sich nach Satz 4.68

oa(\) = det (TAT — M) = (\; — A) det (C' — AI),

wobei mit [ jeweils die Einheitsmatrix passender Dimension bezeichnet wird. Also muf

nach Definition 4.66 ~v; < «; gelten. 0
Satz 4.72
Es seien A1, ..., \, verschiedene Eigenwerte einer Matrix A € C™ ™ mit den Eigen-

vektoren x1,...,x,. Dann sind die Vektoren x1, ..., x, linear unabhdngig.

Beweis: Wir wissen, daf} gilt: Axi =NTi, i X, Lk=1,...,p,1F#k.

Wir betrachten die Gleichung Z cix; = 0 mit Zahlen ¢; € C. Durch Anwendung der
Matrizenprodukte (A — A1) -- (A NI), 7 =1,...,p—1, auf diese Gleichung entste-
hen die neuen Gleichungen i cihi—=XNic1) (N =M, =0,7=1,...,p— 1.

i=j+1
Aus der Gleichung fiir j = p — 1 ergibt sich sofort ¢, = 0. Daraus dann aus der Glei-
chung fiir j = p — 2 auch ¢,_; = 0 usw. Man erhélt ¢; = --- = ¢, = 0 und damit die
gewiinschte lineare Unabhéngigkeit. U
Sind nun Ay, ..., A\, simtliche verschiedenen Eigenwerte von A mit den geometrischen
Vielfachheiten 71, . . ., 7,, so wihlen wir Basen z;1, . . ., z;,, der Eigenrdume ker (A—\; 1)

fir e =1,...,p. Nach Satz 4.70 ist dann das System

1'11,...7.’,171,\/17.’1721,...7.’,172,\/27...,1'],1,...7.%'1)%7,
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linear unabhéngig in C™. Allerdings gilt i.a. nach Satz 4.69 nur

p p
=1 =1

wobei «; die algebraische Vielfachheit von A;, ¢ = 1,...,p, ist. Wir nennen nun die
p

Matrix A € C™*™ nichtdefektiv, falls > v, = m.
i=1

Satz 4.73 (Diagonalihnlichkeit nichtdefektiver Matrizen)
Ist A € C™™ nichtdefektiv, so existiert eine requlire Matriz X € C™™ mit der
FEigenschaft

A1
A1 0
A2
-1 _ .
XTAX =A = Ny
0 Ap
Ap

Hierbei sind Ay, ..., \, sdmtliche verschiedenen Eigenwerte von A, die in der Haupt-
diagonalen von A entspechend ihrer Vielfachheiten 1, ..., ~y, auftreten.

(Matrizen mit der obigen Eigenschaft heiffen auch diagonaldhnlich. Matrizen sind dia-
gonalidhnlich gdw. sie nichtdefektiv sind.)

Beweis: Da A nichtdefektiv ist, ist die Anzahl der linear unabhéngigen Eigenvektoren

L1y e oo s Ty sy 215+ o+ 3 L2y95+ + o3 Tply o+« y Ty,

in C™ gleich m. Wir bilden aus diesen Vektoren eine Matrix X € C™*™. Wir wissen,
daf8 X regulér ist und nach Konstruktion gilt:

AX = XA oder X 'AX =A. O
Ein wesentlicher Spezialfall diagonaldhnlicher Matrizen sind Matrizen mit sdmtlich
verschiedenen (algebraisch) einfachen Eigenwerten Aj,..., A, mit v, = a; = 1, i =
1,...,m. Ein anderer wichtiger Spezialfall sind selbstadjungierte Matrizen.

Satz 4.74 (selbstadjungierte Matrizen)

Die Matriz A € C™*™ sei selbstadjungiert.

Dann sind samtliche Eigenwerte von A reell, A ist diagonalihnlich und besitzt eine
Orthonormalbasis von Eigenvektoren in C™. Die zugehorige Matriz X (vgl. 4.71) ist
orthogonal. Uberdies gilt

Amin|[Z]]? < (A2, 2) < Amax||z]|? V2 € C™,

wobei Apin bzw. Amax der kleinste bzw. der grifste Eigenwert von A ist.
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Beweis: Wir zeigen zunichst, da8 die adjungierte Matrix A* den Eigenwert A genau
dann besitzt, wenn A Eigenwert von A ist. Dies folgt aus der Gleichungskette

0 = det(A — M) = det((A — AT = det(AT — M) = det((AT — A1) = det(A* — A]).

Da A selbstadjungiert ist, d.h. A = A* gilt, muf also jeder Eigenwert von A reell sein.
Wir zeigen nun, daf§ jede selbstadjungierte Matrix A diagonaldhnlich mit einer or-
thogonalen (Transformations-) Matrix X ist. Den Beweis fithren wir mit vollsténdiger
Induktion {iber die Dimension m. Fiir m = 1 ist die Aussage trivial. Sie sei nun fiir
m — 1 richtig und A € C"™*™ sei eine selbstadjungierte Matrix (der Dimension m).

Es sei A\; ein Eigenwert von A, d.h. \; € R, und z; € C™ ein zugehoriger Eigenvektor,

d.h. Az; = \jzy, mit ||zq]l2 = 1. Wir ergénzen z; durch zs, ..., z, € C™ zu einer Or-
thonormalbasis von C™. Wir betrachten die Matrix X, € C™*™  deren Spalten gerade
die Basiselemente x4, ..., z,, sind. Dann gilt:

XSXQ =71 und XSAXoel = XgAl‘l = /\1X8<l‘1 = /\161 .

Deshalb hat XjAX, die Gestalt ( )(\)1 Z ) mit A; € Cm=Dx(m=1) ynd o7 € C 1.
1

Da auch X;AX, selbstadjungiert ist, mul a” = 0 gelten.
Nach Induktionsannahme existiert eine orthogonale Matrix X; € Cm=1Dx(m=1) g5 dafl
X7 A1 X, eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten Ao, ..., A, von A; in der Hauptdia-

1 0 .
0 X, ) und berechnen X*AX.

i} _ 1 0 i} 1 0\ (1 0 A O 1 0
X"AX = (0 X{‘)XOAXO<O Xl)_(() Xf)(() Al)(() Xl)
A - 0
B A 0 I .

- 0 XA X, )

Die Zahlen Aq,...,\,, sind aber gerade die (nicht notwendig verschiedenen reellen)
Eigenwerte von A. Ferner gilt (z,z) = Y"1, |y;|* fiir alle 2 € C™, y = X*z und

gonale ist. Wir definieren nun die Matrix X := X, (

0 - A

(Av,z) = (AX(X"2), X(X"2)) = (X"AX (X "), (X"2)) = D" Al

Hieraus folgt abschliefend die gewiinschte beidseitige Abschétzung von (Az.z) OJ

R
Fiir den allgemeinen Fall geben wir die Ergebnisse ohne Beweis an.

Lemma 4.75 (Jordan-Kette)

Es sei A Eigenwert von A € C™™ mit geometrischer Vielfachheit v und algebrai-
scher Vielfachheit a. Ferner sei 211, ...,%1, eine Basis im zu A gehdrenden Figenraum
ker (A—M\I). Gilt v < «a, so kann diese Basis zu einer Menge mit a linear unabhdngigen
Vektoren

T11,T21, - - .,1’511,1’12, e ,.’,17322, e ,.ﬁl]lfy, e ,.ﬁl}gﬂ/\/
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8l
erginzt werden. Hierbei ist Y (; = o und fir jedes j = 1,...,7v gilt Azy; = Axq; und
j=1
Tk, k=2,...,4; ist Losung von Axy; = A\xy; + 1, (solange diese existieren).

Die Vektoren xy;, k = 2,...,4;, heiffen Hauptvektoren zu X, xij, T, ..., Te; heift
Jordan-Kette zum Eigenvektor x1; und die Matriz

A1 0 -~ 00
0 A 1
JyN = .. . o |ech,
: 0 X 1
0 0 0 A

das zugehorige Jordan-Kistchen.

Satz 4.76 (Jordansche Normalform einer Matrix)

Es seien \q,...,\, samtliche verschiedene Figenwerte von A € C™™ mit den geo-
metrischen Vielfachheiten ~; und den algebraischen Vielfachheiten a;, i = 1,...,p.
Ausgehend von Basen x;1, ..., %, der Eigenrdume ker (A — \;I) bildet man die zu-

gehorigen Jordan-Ketten und Jordan-Kdastchen Jo, (X)), j=1,...,7,i=1,...,p.
Bezeichnet X die Matriz, die samtliche Vektoren der Jordanketten in den Spalten
enthdlt, so ist X reguldir und es gilt

Jo, (M) 0 0
0 .
Jo,, (M) 0
XTAX = J = g
me()‘p)
0
0 0 Jo,, (N)

In der Hauptdiagonalen von J stehen also die Figenwerte von A entsprechend ihrer al-

gebraischen Vielfachheit, die Anzahl der Einsen oberhalb der Hauptdiagonalen in jedem

Jordan-Kdstchen entspricht der jeweiligen Anzahl der Hauptvektoren in der Jordan-
p

Kette, die Anzahl der Jordan-Kdistchen ist ;.

i=1

Die Matrixz J heifit Jordansche Normalform von A.

Beispiel 4.77 (vgl. Beispiel 4.67)
Wir betrachten wieder die Matriz A = ( _31 1 . Wir wissen, daff \y = 2, ay = 2
und v1 = 1 gilt. Zundchst bestimmen wir einen Eigenvektor x1 zu A;:

1 1 1

Als ndachstes berechnen wir die Jordankette zu x1 = x11:
1 1 1 1
(A—)\ll)l‘m:{fllv-)(_l _1)1‘12:(_1)«»-)1‘12:(0)
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Damit gilt fir das einzige zu \y = 2 gehdorige Jordan-Kdistchen Ji1(2) = ( ? g ) und
fir die Jordansche Normalform J = Jy1(2).

5 Stetige Funktionen

Wir kehren nun zur Analysis zuriick und wenden uns verstéirkt der Untersuchung von
Abbildungen zu. Der erste zentrale Begriff ist dabei die Stetigkeit.

Wir betrachten eine Funktion f : D(f) — R¥ mit D(f) C R™. Dabei kénnen R™ und
R* mit Normen versehen sein, die méglicherweise verschieden sind, die wir aber beide
mit || - || bezeichnen.

Definition 5.1

f : D(f) — RF heifit stetig in xg € D(f), falls fiir jedes € > 0 ein § = §(g) > 0
existiert, so dafl aus x € D(f) und ||z — xo|| < 9 folgt, daf || f(x) — f(zo)|| < €.

(kurz: Ve > 038 > O¥a € D(f)N B (20,9) : f(x) €B (f(x0),¢)

oder: W= > 035 >0: f(D(f)N B (20,6)) CB (f(0),¢))
[ heifit stetig, falls f in jedem xo € D(f) stetig ist.

Bemerkung 5.2

In Def 5.1 kann anstelle von ,,<” auch ,,<”
geschrieben werden. In der Kurzschreibweise
bedeutet dies, dafs man auch schreiben kann:

Ve > 036 > 0:

F(D(f) N B(xo,8)) € B(f(x0), ).
Anschaulich bedeutet Stetigkeit in o € D(f):
So klein man auch eine Kugel um f(xg)
wdhlt, es ezistiert immer eine (evtl. , ,sehr
kleine”) Kugel um xy, deren Durchschnitt
mit D(f) durch f in die Kugel um f(xo) ab-
gebildet wird.

Y

Satz 5.3
f st stetig in xo € D(f) gdw. fir alle Folgen (x,) in D(f) mit
[z — @olln =708 0 gilt || f(zn) — f(z0)[[n=73 0.

Beweis:

(=) Es sei (z,) eine Folge in D(f) mit ||z, — xo|m— o0 0. Es sei ¢ > 0 beliebig
gewahlt. Dann existiert ein § > 0, so daf3

F(D(f) N B(xo,0)) € B(f(x0),)-

~s dng € IN ¢ ||@, — xo|| <9,V > ny.
v ) = (@)l <€, V> no.
~» (f(xo)) konvergiert gegen f(xo).
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(<) Es sei € > 0 beliebig gewahlt.
Annahme: V6 > 0: f(D(f)N B(x0,5)) Z B(f(xg),¢)
~ ¥n € N3y, € f(D(f) N B(wo, ;)\B(f(z0), )
~  Vn € NIz, € D(f) : Hxn—:coH L und f(zn) = Y-
Nach Voraussetzung konvergiert (f(z,)) = (y.) gegen f(x).
~ EInOEW:f(xn):ynGB( ( ),6),Vn>n0
~»  Widerspruch! O

Bemerkung 5.4

Die e-6—Charakterisierung der Stetigkeit einer Funktion f geht auf Weierstraf§ zuriick.
Das dort auftretende & hingt im allgemeinen von € und xo ab, d.h. 6 = 6(e,x0)! Die
Limes—Charakterisierung der Stetigkeit in Satz 5.3 erweist sich hdufig als sehr bequem
zum Nachweis der Stetigkeit von Funktionen, wihrend sich die e-0—Charakterisierung
fiir Negativ—-Aussagen als giinstig erweist.

Beispiele 5.5

Wir betrachten durchweg Funktionen f : D(f) — R mit D(f) C R. Fir solche
Funktionen f bedeutet Stetigkeit in xo € D(f) : Ve > 039 > 0 : Vo € D(f) mit
x —xo| <& gilt |f(x) — f(zo)] <e.

¢
a) Polynome: f(z) := Zjoajxj, VieR (a; €ER, j=0,...,0).

Sei xg € R beliebig und (x,) eine Folge in R mit x,, — xo. Aus Satz 3.0 folgt
dann

Also ist [ stetig.

L 1, x> x
b) f(x) .—{ 0 <y’ (xo € R).
[ ist nicht stetig in xy, wegen f(B(zo,0)) € B(f(zo),3), Vs > 0.

c) flx) = { é’ iE%\Q ist in keinem xoy € R stetig (in jeder Kugel um ein

beliebiges ©o € R befinden sich rationale und irrationale Zahlen. Deshalb gilt
f(B(z0,0)) = {0,1} fiir jedes § > 0.)

d) f:IN—R, f(20):=1, f(20—-1):=0, YVl € IN.
f st stetig, da konvergente Folgen in IN ab einem gewissen Index konstant sein
mussen.

Wir kommen nun zu globalen Eigenschaften stetiger Funktionen.

Satz 5.6
Fiir eine Funktion f : D(f) — R* mit D(f) C R™ sind folgende Aussagen dquivalent:
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a) f ist stetig.

b) Fiir jede offene Menge A C RF ezistiert eine offene Menge B C R™, so daf
f7HA) =D(f)nB.

c) Fiir jede abgeschlossene Menge A C R¥ emistiert eine abgeschlossene Menge B C
R™, so daf f~'(A) = D(f)N B.

Ist D(f) = R™, so sind also stetige Urbilder offener bzw. abgeschlossener Mengen offen
bzw. abgeschlossen.

Beweis: Wir beweisen zunéchst die Aussage b) = a):
Es seien zg € D(f) und € > 0 beliebig gewéhlt. Wir wissen dann,

FHB (f(z0),£)) = D(f) N B und B C R™ ist offen.
AuBerdem gilt zg € f7( B (f(x0),€)) und damit xy € B. Deshalb existiert ein 6 > 0
mit B (x0,6) € B und damit

F(D(F)N B (x0,6)) €B (f(x0),2).

Als nichstes beweisen wir noch ¢) = b) und lassen a) = c) als Ubung.
Es sei A C R offen. Folglich ist R¥\ A abgeschlossen und wir wissen, dafi f~!(RF\ A) =
D(f) N B mit einer abgeschlossenen Menge B C R™ gilt. Auflerdem gilt

D(f) = fT(A) U TR\ A) = fT(A)U(D(f)N B),
woraus f~1(A) = D(f)n (R™\ B) folgt. O

Bemerkung 5.7
Achtung: Stetige Funktionen bilden tm allgemeinen offene bzw. abgeschlossene Mengen
nicht in offene bzw. abgeschlossene Mengen ab. Satz 5.6 gilt fiir Urbilder, aber nicht
fiir Bilder!
Beispiele:  f:R — R, f(z):=2*~ f(]—-1,1]) =[0,1],

/ :]07 +OO[—> R, f(ZL“) = % ~ f( [1700[ ) :]07 1]'

Die néchste Aussage zeigt nun, dafl eine andere wichtige Mengeneigenschaft durch
stetige Abbildungen unverdandert bleibt.

Satz 5.8
Es sei f : D(f) — RF stetig und A C A C D(f) C R™. Ist A (relativ) kompakt, so
ist f(A) (relativ) kompakt.

Beweis: Es sei A relativ kompakt und es sei (y,,) eine Folge in f(A).

Wir zeigen: y,, besitzt eine konvergente Teilfolge.

Zunéchst existiert ein z, € A mit y, = f(z,), Yn € IN. Da A relativ kompakt ist,
existiert eine Teilfolge (z4(,)) von(z,), die gegen ein € R™ konvergiert. Da nach Satz
2.53 das Element x zu A gehért, folgt x € D(f). Deshalb gilt:

Yk(n) = f(l’k(n))n = f(x) .
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Ist A kompakt (d.h. relativ kompakt und abgeschlossen), so folgt aus dem ersten Teil
zunéchst: f(A) ist relativ kompakt.

Es bleibt zu zeigen: Jeder Haufungspunkt y von f(A) ist in f(A) (Satz 2.48).

~» A(yn) in f(A) mit y, — y ~» I(z,) in A mit f(z,) = yn

~»  wieder iiber eine Teilfolge von (z,,) argumentiert, folgt:

dr € Amit y, — f(z) ~y= f(z),d h,ye f(A). O

Eine wesentliche Schlufolgerung aus Satz 5.8 ist der Hauptsatz der mathematischen
Optimierung.

Satz 5.9 (Weierstraf)
Es sei ) # K CR™ kompakt und [ : K — R sei stetig.
Dann existieren x, T € K, so dafs

flz)=inf{f(x):x € K} und f(T)=sup{f(z):z€ K}.

Beweis: Nach Satz 5.8 ist f(K) kompakt in R, d. h., beschrénkt und abgeschlossen
(Satz 2.57). Damit sind @ := inf f(K) und b := sup f(K) in R und gehoren zu f(K)
oder sind Haufungspunkte von f(K). Da f(K) abgeschlossen ist, gehoren sie auch im
letzteren Fall zu f(K). O

Jede reellwertige stetige Funktion nimmt also auf einer kompakten Menge ihr Mini-
mum und Maximum an. Stetige injektive Funktionen erlauben iiberdies die folgende
Schluf3folgerung.

Satz 5.10
Es sei K CR™ kompakt, f : K — RF sei stetig und injektiv.
Dann ist f~': f(K) — R™ stetig.

Beweis: Es sei A C R™ abgeschlossen. Zu zeigen: (f~!)71(A) = f(A N K) ist abge-
schlossen (Satz 5.6!).

Nach Voraussetzung ist A N K kompakt und deshalb nach Satz 5.8 auch f(A N K).
Kompakte Mengen sind aber abgeschlossen. 0

Beispiel 5.11 (Ezponentialfunktion)

Wir zeigen: exp : C — C ist stetig. (C mit | - | enspricht R* mit Euklidischer Norm.)
Beweis:

Es sei zg € C und (z,) eine Folge in C mit z, — z.

Nach Satz 3.25 gilt fiir alle n € IN:

exp(z,) — exp(zo) = exp(zo)(exp(z, — 20) — 1).

Das Additionstheorem von exp reduziert also die Stetigkeit auf C auf die Stetigkeit im
Punkt 0 und es gentigt zu zeigen:

Ist (Z,) eine Folge in C mit Z, — 0, so gilt exp(Z,) — 1.

Nach Definition gilt fir jedes z € C mit |z| < %

0 Zk > Zk 1 0 Zk
exp(z>—1=Zg=ZZW :ZZ(IC+1)1
k=1 k=1 k=0
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[e’¢) 1 k
“ Jexp(z —1|_|z|2 A<y (3) -~
k=0

Also gilt fiir hinreichend groffes n € IN:
|exp(Z,) — 1| < 2|z,|n = 0. O]

Nach Satz 8.25 ist aber exp : R — R injektiv und die inverse Abbildung In : exp(R) —
R ist definiert (vgl. Def. 3.20).

Wir zeigen: In : exp(R) — R ist stetig.

Beweis: Fs sei y € exp(R) beliebig gewdhlt. Wir wdihlen a,b € R mit a < b und
exp(a) < y < exp(b). Das Intervall [a,b] ist kompakt, exp ist stetig und injektiv auf
la,b]. Nach Satz 5.10 ist In stetig auf [exp(a), exp(b)], also speziell in y. O

Direkt aus der Definition der Ezponentialfunktion folgt auch, daf sin, cos, sinh und
cosh als Funktionen von R in R stetig sind (Ubung!).

Schlieflich kommen wir noch zum Zwischenwertsatz, mit dem auch die noch offene
Frage exp(R) =0, +oo[ geklirt werden kann.

Satz 5.12 (Zwischenwertsatz)
Es sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f([a,b]) ein Intervall.

Beweis:

Zu zeigen: Aus x, 7 € [a,b] und f(x) <y < f(Z) folgt y € f([a,d]).

Wir betrachten A := {z € [a,b] : f(z) < y} und Z := sup A, was moglich ist, da A
nichtleer und beschrénkt ist. Da A abgeschlossen ist, folgt © € A und f(z) <y
Annahme: f(z) <y, d.h. y & f([a,b]).

Nach Satz 5.6 existieren offene Mengen B, B in R, so daf8 f~!(] — oo, y[) = [a,b] N B
und f~(Jy, 0o[) = [a,b] N B. Dann gilt: BMB = @und [a,b] = [a,b] N (B U B).
EsseiennunmEBundeB Wegen x # & sei 0.B.d.A. = < 7.

Wir definieren z := sup B N [z, Z]. Dann gilt z € [z,Z] C [a,b] z muB entweder zu B
oder zu B gehéren.

1. Fall: z € B. ~» 3¢ > 0 mit (2,2 + ¢] C BN [z, %] (wegen B offen und z < 7).

~» Widerspruch zur Definition von z.

2. Fall: z € Bvs 3e > 0 mit [z —e,2] € BN [x,i] (wegen B offen und z < 2).
~z—e @ B~ sup BNz, 2] <z — e ~ Widerspruch zur Definition von z.

Also mufl die Annahme falsch sein und es gilt f(z) = y. O

Ubung 5.13 Man zeige exp(R) =)0, +oo[ mit Hilfe von Satz 5.12.
(Hinweis: Man verwende, daf fiir jedes y > 0 Punkte x und T in R existieren, so daf

exp(z) <y < exp(Z).)
Definition 5.14

(a) f:D(f) — R* mit D(f) C R™ heifst gleichmifig stetig, falls
Ve > 030 =6(e) > 0: Vo, 2 € D(f) mit ||z — || < gilt ||f(x) — f(D)| < e.
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(b) f: D(f) — R* heifit Lipschitzstetig, falls ein L > 0 existiert, so daf8 fiir alle
z, @ € D(f): || f(x) — f(2)|| < Lz — ]|

Bemerkung 5.15

Fiir eine Abbildung f : D(f) — R* gilt nach 5.1 bzw. 5.14:

[ ist Lipschitzstetig => f ist gleichmdfig stetig (mit 6(¢) := £ ) == f ist stetig.

Ein Vergleich des Begriffs ,,gleichmdjige Stetigkeit” mit dem e—0—Kriterium in Defini-
tion 5.1 zeigt, daf$ dort 6 von € und xo abhdngt und daf in 5.14 § = d(g) gleichmdfsig
bzgl. der Elemente aus D(f) gewdhit werden kann.

Satz 5.16
Es sei [ : K — RF stetig und K C R™ kompakt. Dann ist f gleichmdfSig stetig.

Beweis: Annahme: f ist nicht gleichméfig stetig auf K. Dann gilt:
Jeo > 0Vn € INIzy, yn € K ||z, — || < 2 und || f(zn) — f(yn)| > 0.

Da K kompakt ist, existieren Teilfolgen von (x,,), (y,), die gegen z,y € K konvergieren.
Durch Grenziibergang: © =y und 0 = || f(x) — f(y)|| > €0 > 0 ~» Widerspruch! O

z-sin(1), z#0
0, x=0"~

Beweis: Es sei zundchst xg # 0. Dann ist die Funktion g(x) := % stetig in xro und
nach Beispiel 5.11 (Stetigkeit von sin) ist auch sin(2) stetig in x.

Hieraus folgt schliefSlich die Stetigkeit von f in xg.

Sei nun xy = 0. Dann gilt fir beliebige x # 0:

Beispiele 5.17 a) f:R =R, f(z) := { ist stetig.

1

|£(0) — f(z)| < |z||sin—| < |x|  da nach Definition |sinz| <1, Vo € R.
x

Ist also € > 0 beliebig vorgegeben, so gilt mit 0 := ¢:

1f(0) — f(z)| <&,  falls || <9,

d.h. f st auch stetig in xq = 0. U
b) f:R— R, f(x) := 22, Vo € R, ist stetig, aber nicht gleichmdfig stetig (auf R).
Ursache:

2> —y?| = |z +yllz —y|, Vz,yeR,

und |z + y| kann beliebig grof$ werden!
Jedoch ist f sogar Lipschitzstetig auf jeder beschrinkten Menge!

c) f: [0, +o0[— R, f(z) := x2, Vo € [0,+00|, ist gleichmipig stetig, aber nicht
Lipschitzstetig (auch nicht auf [0,1]).
Beweis:
Da g : [0,+00[— R, g(y) := y?, Yy € R, stetig und injektiv ist, folgt aus Satz
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d)

5.10, daf f = g1 ebenfalls stetig ist.

Ist nun fir x,y € [0,+o0[, x > 1 oder y > 1, so gilt:
ob =y = Yy,

rz 4y

8

N
N

d.h. fiir solche x,y € [0,+o0[ ist f gleichmdfig stetig. Auf [0,1] resultiert die
gleichmdfSige Stetigkeit von f aus Satz 5.17 (da f stetig und [0, 1] kompakt).
Also ist insgesamt f gleichmdfig stetig auf [0, +00].

Wire f Lipschitzstetig, so miifite insbesondere die Menge

{W cr > 0} beschrdnkt sein.

Fiir z, ==L (n € IN) gilt aber: ) SO Vvn — +oo. O

£

| -] : R™ — R st Lipschitzstetig.

(el =yl <l = wll, Y,y € R™ wgl. auch 2.38.)

e) f:R—C, f(x):=exp(iz), Vo € R, ist Lipschitzstetig (mit Konstante L :=1).

Eine wichtige Konsequenz dieser Aussage ist, dafl auch die Funktionen sin und
cos Lipschitzstetig mit Konstante L := 1 sind.

Bewesis:

Zundchst folgt fiir alle x,y € R aus Satz 3.25:

flx+y)— flr—y) = exp(ir)(exp(iy) — exp(—iy))

= exp(iz)(exp(iy) — exp(iy))
= 2iexp(iz) Im(exp(iy)) = 2i exp(iz) siny

~ | flz+y) — flz —y)| = 2|siny|

~ | f(z) = f(2)] = 2[sin(5*)|, Vo, 7 €R.

Wir zeigen schlieflich |siny| < |y|, Vy € R, woraus dann die Aussage folgt.
Zundchst ist wegen |sin(—y)| = | — siny| = |siny| klar, daff man sich auf den

Fall y > 0 beschrinken kann. Firy > 1 gilt offenbar
|siny| < |exp(iy)| =1 <y.

Es sei nun y € [0, 1[. Dafiir gilt

i Lyt

siny —y = ) (=1)" 57— <0,

p (2k 4+ 1)!

d.h. siny < y. U
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Satz 5.18

Es seien f: D(f) — R* und g : D(g) — R' Funktionen mit D(f) C R™ und R(f) C
D(g) C R*.

Ist f stetig in xo € D(f) und g stetig in f(xg) € R¥, so ist die Funktion h := go f :
D(f) — R! stetig in x9. Sind f und g stetig, so ist auch h stetig.

Beweis: Da der zweite Teil der Aussage sofort aus dem ersten Teil folgt, beweisen wir
diesen. Es sei ¢ > 0 beliebig gewéhlt und wir betrachten die Kugel B(h(z),e) =
B(g(f(x0)),€). Da g in f(xo) stetig ist, existiert ein n > 0, so da g(B(f(x),n)) C
B(h(zg),e). Da auch f in z, stetig ist, existiert ein 6 > 0, so daB f(B(zg,0)) C
B(f(xg),n). Insgesamt folgt:

h(B(o,0)) = g(f(B(x0,9))) € g(B(f(x0),n)) € B(h(w0), )

und h ist stetig in xg. O

6 Differentialrechnung

6.1 Differentialrechnung reeller Funktionen einer reellen
Veranderlichen

Essei f: D(f) = R, D(f) CR und z¢ € int(D(f)).
Dann heifit die Funktion ¢ : {h € R\{0} : 29 + h € D(f)} — R, definiert durch

QO(h) — f('TO + h}z B f(x(J)’ Vh € D(90)7

Differenzenquotient von f in xg.

Definition 6.1
Fualls der Grenzwert von ¢ in h =0 ezistiert, d.h.
) o J@oth) = flze) _df
lim ¢(h) = lim . =: f(xo) = -~ (20),
so heifit f'(xo) die Ableitung (oder: der Differentialquotient) von f in xy. Man sagt
dann, daf$ f differenzierbar in xq ist.
Ist D(f) offen, so heifst f differenzierbar, falls f in jedem xo € D(f) differenzierbar

ist. In diesem Fall heifit die Funktion f': D(f) — R, wobei f'(xo) fir jedes o € D(f)
wie oben definiert ist, die Ableitung von f.

Bemerkung 6.2

Da nach Voraussetzung gilt, daff xo € int (D(f)), existierte > 0, so daf§ [vo—¢, xo+e] C
D(f) ~ [—e,e]\{0} C D(¢). Also ist 0 Haufungspunkt von D(p) und der Grenzwert
limy, o p(h) ist definiert gemdf Def. 5.19.

Folglich ist also f differenzierbar in xo mit Ableitung f'(xo), falls fir jede Folge (hy)
mit h, — 0, h, # 0 und xo + h, € D(f), Vn € IN, gilt:

lim f(xo + hn) — f(20)

n— o0 hn

= ['(z0).
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Diese Definition geht auf Cauchy (1821) zuriick. Der Differentialkalkil war jedoch be-
reits von Newton und Leibniz entwickelt worden, allerdings nicht auf exakter Grundlage,
da ohne Limesbegriff. Ist D(f) ein Intervall und xo ein Randpunkt von D(f), so gilt
D(p) CJ0, 400 bzw. D(p) C] — 00, 0[, und es lassen sich einseitige Ableitungen von f
in xo als einseitige Grenzwerte von p in h =0, d.h.,

T () = ['(so=), Tim o(h) = f'(a+),

im Sinne von Def. 5.25 definieren.

Ist D(f) ein abgeschlossenes Intervall, so werden wir f differenzierbar auf D(f) nen-
nen, falls f in allen inneren Punkten differenzierbar ist und in den Randpunkten die
einseitigen Ableitungen existieren. Natirlich lassen sich einseitige Ableitungen auch in
inneren Punkten von D(f) definieren.

Bemerkung 6.3

Geometrische und analytische Interpretation der Ableitung:

Zu gegebenem f : D(f) — R und zo € int (D(f)) € R betrachten wir die beiden
folgenden Funktionen:

S(x) = f(wo) + 7f(x0+h;z_f($0) (z — 20),

T(x) := f(xo) + f'(xo)(z — o) (falls f'(xo) existiert).

S ist die "Sekante” und T die "Tangente” an f (in xo und xo + h bzw. in o), d.h.
f'(xq) ist der Anstieg der Tangente, M der der Sekante.

Analytisch bedeutet die Differenzierbarkeit von f:

f(x) = f(xo) + f(w0)(x — z0) + w(f, o — o) ("Restglied”)

d.h. die Funktion f lift sich lokal durch eine lineare Funktion approzimieren (die ” Tan-
gente”), d.h. Ja € R:

f(z) = f(zo) + alz — 20) + w(f;2 —w0), Vo€ D(f)

wobei lim,_, ., W =0.

Diese Formulierung der Definition der Differenzierbarkeit ist verallgemeinerbar auf den
mehrdimensionalen Fall ! (Kap. 6.2)

Bemerkung 6.4

Die Definition der Ableitung in 6.1 kann natirlich auf Funktionen f : D(f) — R™,
D(f) C R, verallgemeinert werden, indem der Grenzwert in R™ (was gleichbedeutend
ist mit "komponentenweise”, vgl. Kap. 3.1) gebildet wird, d.h. f'(xy) € R™.

Eine direkte Verallgemeinerung auf den Fall D(f) C R*, k > 1, ist wegen der nicht
erklarten Division aber unmdglich (Ausnahme D(f) C C)! Jedoch zeigt sich, dafi die
”Linearisierungs”—Idee aus Bem. 6.3 zur Definition einer Ableitung in diesem Fall
geeignet ist (vgl. Kap. 6.2).

Satz 6.5
Es seien f: D(f) —= R, D(f) CR, f seiin zq differenzierbar.

a) Dann ist f in g stetig.
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b) Seig: D(g) = R, D(g) CR, in xy € int D(f) N D(g) differenzierbar. Dann sind
auch die Funktionen (von D(f)ND(g) in R) af+Bg, fg und i (falls g(xo) # 0)
in xo differenzierbar, und es gelten die Regeln:

(af +B9) (x0) = af'(zo)+ 0y (x0) (a,f€R),
(f9) (x0) = f(x0)g'(wo) + f'(20)g(x0) (7Produktregel”),
f'(x0)g(x0) — f(20)g'(20)

(E ) (z0) = ((z0)? (" Quotientenregel”).

Beweis:

a) Sei e > 0 beliebig. Es gilt nach Voraussetzung:
o1
}Llf(l]w‘f(xo +h) = f(@o)| = [f'(x0)l,

~ 300 > 0 gl f (o + k) — f(wo)| < [f'(wo)| + 1, falls ] < d,

o 1o+ h) — £ < (1 (o)l + DI, falls [A] < 6o

Wir wéhlen 0 < § < dg so, daB (| f'(zo)| +1)0 < ¢

~ Vo € D(f) mit |z —zof < dist [f(x) = f(zo)| < (|f'(xo)[ + D[R] <€
~ f ist stetig in x.

b) Mit h # 0, so dafl o +h € D(f) N D(g), erhdlt man aus den Rechenregeln fiir
Grenzwerte (Satz 3.6):

af(ro+h)+ Bg(rvo +h) — af(xe) — Bg(xe)

h
= oLt M (o) | g0t W 000 o ) 4 g (),
f(wo +h)g(zo +h) — f(x0)g(w0) _
h
— f(wo + h)g(% +h) — g(xo) n g(xo)f(ffo +h) — f(xo)

h h

hjof(ﬁo)g/(ﬁo) + g(xo) f'(zo) (nach Vor. bzw. aus a)).

1 f(zo + h)g(xo) — f(x0)g(wo + h)

h 9(zo + h)g(zo)

1 (f(zo+ h) — f(@0))g(wo) — f(x0)(g(x0 + ) — g(x0))
h

f

g(xo + h)g(x

0
zo+h)—f(x ro+h)—g(x
(o+}3 f(zo) _ 9 o+]1 g( O)f(wo)

9(@o)

9(zo + h)g(zo)
— 9(@o) ['(xo) — f(w0)g' (o)
"o (9(z0))?
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(nach Vor. bzw. aus a), wobei noch angemerkt werden muf}; dafl wegen g(xo) # 0
und der Stetigkeit von ¢ in x, auch g(zo + h) # 0 fiir hinreichend kleines |h]|
gilt). O

Satz 6.6 (Ableitung der inversen Funktion)

Sei [ D(f) — R injektiv, stetig und in x¢ € int (D(f)) differenzierbar. Dann ist die
inverse Funktion f~': R(f) — R in yo = f(xo) differenzierbar, wenn f'(xo) # 0 ist,
und es gilt

11
fi(zo) — f/(f 1 (w0))

(f ) (o) =

Beweis:

Fiir f mufl auf [xg — &, 29 + ¢] C D(f) mit einem geeignet gewéhlten ¢ > 0 gelten,
daB aus z,y € [xg —&,20 + €] und = < y folgt f(x) < f(y) oder f(y) < f(x), d.h., f
ist streng monoton (0.B.d.A. wachsend) und f~! ist auf f([zo — €, 2o + €]) stetig (vgl.
Satz 5.10). Nach Satz 5.12 ist f([zo — €, 20 + €]) ein Intervall. Da f streng monoton
wachsend ist, muf} gelten

Yo €]f (w0 — ), f(zo +€)[C R(f),

d.h. yo ist innerer Punkt von R(f).
Es sei nun (y,,) eine Folge in R(f) mit y, # Yo, Yn — Yo-

M Ty 1= fﬁl(yn) - fﬁl(yO) =T und T 7é Zg-

n— oo

~ fﬁl(yn) B fﬁl(yO) _ Tpn — Xo _ 1 . 1
Yn — Yo f(xn) - f(xO) %:L()mo) e f’([L‘Q)
~s f~1ist in y, differenzierbar, und die angegebene Formel gilt. 0

Beispiel 6.7
a) f(z):=a2* Vo € R (k € IN). Dann gilt fiir vy € R, h # 0 bel.:

k

= = ‘ht — = 'h' 1.11!
A A Z ; Ty Lo Z i Lo ( )

=0 i=1
k
k—1 __ k—1
o <1 Ty =k

Also ist f differenzierbar in xo mit f'(zo) = kak™'.
Als Konsequenz aus Satz 6.5 b) sind alle Polynome auf R differenzierbar.
Aus demselben Resultat folgt fiir g(x) = 7%, Vo € R\{0} (k € IN):

1 f/<x0) xkfl
/ l 0
g x‘o = (— x‘o = — = _ =
o) = ) = g T T
Als Konsequenz aus Satz 6.5 a) sind alle rationalen Funktionen, d.h. Quotienten
zweier Polynome, in jedem Punkt thres Definitionsbereiches differenzierbar.
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b) f(z):=exp(x), Vx € R. Seien xy € R, h # 0 bel.

==

>

(exp(xg + h) —exp(xg)) = exp(xo) {%(exp(h) — 1)} (8.471)
> hE—1
e (52)
hk—l

und limp_o Y ;4 " =1 (analog zu Bsp. 5.11)!).

~ f'(wo) = exp(zo).
Als Konsequenz aus Satz 6.6 ergibt sich, da exp injektiv, stetig und differenzierbar

ist (vgl. 3.47, 4.5):

—1\/ _ Il, _ ; _ i
(/") (o) = In'(yo) () % Vyo > 0,

d.h. In :]0, +oo[— R ist ebenfalls differenzierbar.

Wir betrachten jetzt g(z) := exp(ix), VY € R.
Seien xg € R, h # 0 bel. Analog zu oben erhdlt man:

%(g(mo +h) —g(x0)) = g(zo) {% exp(ih) — 1]

= 9(w) <Zi ;;Z!_ ) e CORE

k=1

Also gilt: g'(xo) = iexp(izg).
Da ferner gilt g(x) = cosx + isinx, erhalten wir daraus:

(cos)'(wo) = %(Re(exp(i')))(mo) = Re (i exp(izo))
= Re(i(cosxg+isinzg)) = —sinxg

und analog (sin)’(zo) = cos xy.

c) f(z):=|z|, Vz € R.
f ist micht differenzierbar in xo = 0, da gilt:
(O N e e B

1 ?
= =0

Vn € IN.

3=
I
o

FEs gilt: f'(0+) =1, f'(0—) = —1 (Die einseitigen Ableitungen existieren also).
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d) Wir konstruieren eine Funktion f : R — R, die stetig, aber nirgends differenzierbar
i1st. Dazu betrachten wir zundchst die folgende “Sdgezahn”—Funktion:

11
§,§:| s und

glx+1)=g(x),Vr € R,

g:R—=R | g(z):=|z|,Vz € {—

g ist nach c) nicht differenzierbar in den Stellen , V7 € Z, aber stetig.
"Verdichtete” Sdgezahn—Funktionen:

1
g R—=R, g(z):= ?g@kx), Vr € R, Vk € IN.

gr ist stetig und nicht differenzierbar an den Stellen 2,6%, VjeZ.

Wir definieren nun f(z) :=> ;- gx(x), Vz eR.

Wegen 0 < gi(x) < 2,6%, Vo € R Vk € IN, ist die Funktionenreihe im folgenden
Sinn glez’chmﬁz’g konvergent:

Ve > 0dng € IN : max’ng(:c)’ <e, Vng<n<m.

Da alle gy, (k € IN) stetig sind, ist dann auch f stetig.

Man kann nun zeigen, daf$ f in keinem xo € R differenzierbar ist (Barner/Flohr,
Analysis I, de Gruyter, Kap. 9.1, S. 263).

Beweisskizze: Wir zeigen zundchst, daff f nirgends differenzierbar ist. Es sei a € R
beliebig gewdhlt und wir wihlen k, € IN so, daf$ x, := ]2“—2 <a< % =:Yn, Vn € IN,
gilt. Dann folgt

Yn — Tn Yn — Tn Yn — Tp

Fyn) = f(an) _ i 9k (Yn) — g1 (xn) Z 9k (Yn) — gre(xn)

k=0
und jeder der n Summanden ist entweder gleich 1 oder gleich —1. Deshalb ist der
Quotient auf der linken Seite gerade (ungerade), falls n gerade (ungerade) ist. Der
Quotient miifite aber gegen f'(a) konvergieren, falls f differenzierbar ist (Ubung !).
Die Funktion f ist aber stetig in a, wie man aus folgender Abschdtzung erkennt:

|f(z) - Z|Qk a)| + 2max Z gk (@
k=p+1
o

1
Z’gk a)| +2 Z oL

k=p+1

Die Stetigkeit von f folgt daraus, daf$ zu beliebig vorgegebenem € > 0 p so gewdhlt
werden kann, daf der zweite Summand kleiner als § ist und wegen der Stetigkeit der
Funktionen g, k = 1,...,p, der erste Summand beliebig klein wird, falls x nahe an a
lvegt. O
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Satz 6.8
Es sei f: D(f) — R in xo € int (D(f)) differenzierbar, und f besitze in xo ein lokales
Extremum, d.h. es existiert eine Umgebung U von xg, so daf

Vee UND(f): f(x) < f(xg) bzw. f(zo) < f(z).

Dann gilt f'(x¢) = 0.

Beweis:

Wir kénnen U so klein wihlen, dal 2o € U C D(f) und o.B.d.A.
f(z) < f(zo), Vzel.
Deshalb gilt:
f(x) = f(xo)

r — 2o

< 0, falls z >z, und

> 0, falls z < .

Da aber f in z( differenzierbar ist, existiert der Grenzwert

i @) = f(a)

T—X0 r — XIg

= f'(zo) und muB gleich 0 sein. O

Satz 6.9 (Rolle)
Es sei f :[a,b] — R stetig, f sei auf |a,b| differenzierbar und es gelte f(a) = f(b).
Dann ezistiert & €|a, b mit f'(Z) = 0.

Beweis:

Ist f eine konstante Funktion, so ist die Aussage trivial.

Es sei also f nicht konstant. Dann existiert ein zy €]a, b mit 0.B.d.A. f(xg) > f(a).
Nach Satz 5.13 existiert Z € [a,b] mit f(Z) = max f(x).

z€[a,b]
~ (&) = f(x0) > fla) = f(b) ~ & €]a,b[ und f(z) < f(Z), Vz € [a,l]
~» f'(Z) = 0 nach Satz 6.8. O

Satz 6.10 (Mittelwertsatz)
Es sei f : [a,b] — R stetig und auf |a,b| differenzierbar. Dann existiert ein & €|a, b|
mat

Beweis:

Wir betrachten die Funktion g(x) := f(x) — W(x —a), Vx € [a,b].

~> g ist stetig auf [a, b, differenzierbar auf ]a, b[ und es gilt

g(a) = f(a) = g(b).

~~ aus dem Satz von Rolle folgt: 3% €]a, b[: ¢'(Z) = 0.

Wegen ¢'(z) = f(Z) — w ist damit alles gezeigt. O
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Folgerung 6.11
Es sei I C R ein Intervall, f: I — R stetig und auf I differenzierbar.

a) Gilt L :=sup,¢;|f'(x)| < +o0, so ist f Lipschitzstetig mit Konstante L.
b) f ist [streng] monoton wachsend (fallend), wenn

Veel: f()>0 (f(2)<0) [f'()>0 (f'(x)<0).
Beweis:

a) Es seien z,y € I, x < y bel. gewihlt. Dann sind die Vor. von Satz 5.10 auf [z, y]
erfiillt, und es existiert & €|x, y[, so dafl

= |f(z) = f)| < Lz —yl.
b) Alles folgt wie in a) sofort aus der Gleichung

fy) = f@) = f{(Z)(y — o)

fir bel. z,y € [, x <y (~y—x >0)
z.B. f'(z) > 0, Vz €~ fly) = f(z) >0, dh. f(z) < f(y) ~ f ist monoton

wachsend. In den anderen Féllen schluifolgert man analog. 0

Satz 6.12 (verallgem. Mittelwertsatz)
Seien f,q : [a,b] — R stetig und auf |a, b differenzierbar. Dann existiert T €|a,b] mit

[£(b) = fla)lg'(Z) = [9(b) — g(a)]f"(Z).
Gilt dberdies g'(x) # 0, Ya €|a, b], so gilt auch:

f(b) ~ f(a) _ F(@)
g(0) —gla) ~ g(@)

Beweis:
Analog zum Beweis von Satz 6.10 wendet man Satz 6.9 an, jetzt aber auf die Funktion:

hx) == [f(b) — fla)lg(z) = [g(b) — g(a)]f(z), Vz € [a,b].

Es gilt h(a) = f(a)g(b) — f(b)g(a) = 1)1 nd es folgt aus 6.9

h(b)
~> 3T €la, b[: K(2) = 0 = [g(b) — g(a)]/(Z) = [f(b) — f(a)lg(Z)
Ist noch ¢'(x) # 0, Vx €]a, b[, so mufl g(a) # g(b) gelten (6.9!), und die letztere Aussage
folgt durch Division. O

In Kap. 6.2 werden wir die Mittelwertsétze auf den mehrdimensionalen Fall verallge-
meinern und sehen, dafl eine direkte Ubertragung nicht moglich ist.
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Satz 6.13 (Regel von de I’Hospital)
Die Funktionen f und g seien differenzierbar auf dem Intervall |a,b] mit a,b € R U
{—00,+o0}, a < b und es gelte g'(x) # 0, Vo €|a,b[. Ferner sei eine der folgenden
Voraussetzungen erfillt:
(V1) limg ot f(z) = lim, .4 g(x) =0,
(V2) lim, .4 g(x) = +00 bzw. = —00.
Dann gilt
!
lim f@) _ lim f(z)

r—a+ g(x) T aoat g’(x)

)

falls der Limes auf der rechten Seite im eigentlichen oder uneigentlichen Sinn existiert.
Ein analoges Resultat gilt fir den Fall x — b—.

Beweis:

(1) Es sei zunidchst y := lim, ., % € [—00, +00| und wir wihlen § > y beliebig.

Ferner sei y; € R so gewahlt, dafl y < y; < 9.
Nach Voraussetzung existiert dann ein z; €|a, b[, so daf

/()
g'(x)

Aus Satz 6.12 schlufifolgern wir nun, daf fiir alle z, u €]a, x1[, u < x ein & zwischen
r und wu existiert, so daf

<y, Vr€la,z

= —= <y <y

(u)  ¢'(2)

Im Fall (V1) folgt daraus durch Grenziibergang u — a+:

J@) <y <y, Vr€la,r]

g9(x)

Im Fall (V2) gehen wir wie folgt vor: Zu fixiertem u €|a, x1[ existiert x5 €|a, ul,
so daB fiir alle z €]a, x5 gilt:

flx) = flu) _ (%)
-9

g(x) > max{0,g(u)} bzw. g(z) < min{0,g(u)},

M T €Ela,x
e >0, Vz€la,zs,
f(z) = f(w) 9(z) — g(u) x €la,x
@ g o ek
WM<y1—y1M+@ Vo €la, zo].

g(x) g(z)  glz)’
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Strebt nun z — a, so konvergiert wegen (V2) die rechte Seite der Ungleichung
gegen y;. Wegen y; < g existiert deshalb z3 €|a, x5, so daB

Wir erhalten also insgesan/lt in beiden Féllen:
Vg € R mit g > lim, 4 % = y3z €la, b]:

(ii) Essei nun y €] — oo, +00]. Dann schluBfolgert man analog zu Teil (i) des Beweises,

indem man jetzt alles nach unten abschiitzt, daB zu jedem ¥< y ein z€]a, b
existiert, so daf3

——=, Vz €a,z].

(iii) Man unterscheidet jetzt folgende Fille:
1. Fall: y=—o00:~ V§ € R3F €la,b: —oo < L& < j

9(z)
~ Hllmmﬂa+ fg::; = -0 =Y

2. Fall: y = 4o00: analog dlim, .. E ; 400 =y

3. Fall: gy endlich: durch Kombination von i) und ii) folgt:
Vg, ye R, § >y >y 37 €la,b[: y< % < §Vz €la, T

f@) _

~ Mg 5z

Beispiel 6.14

a) lim, 22

=lim, o *4* =1 (Satz 5.18 mit a = 0, b = +o0.
bzw. a = —o0, b = 0 und (V1);
Anwendung von Satz 4.52)

. . 1 . 51n
lim, o q oo wsin . = lim, 4o —7% = lim, cos =1.
x
b) i exp@) _ )4 ool _ exp(a) _
) iy yoo = = My yoo Topet = -+ = liMy oo =g~ = +00

(wiederholte Anwendung von Satz 5.13; vgl. auch 4.60 €)).

Inx

c) limw_,+007—hmx_,+oo £ =0 (5.18mita=0, b= +400),

1 —1
T = lim, oy = = lim, o4 (—2) = 0.

lim, .o  zlnz = hmxHOJr

d) lim, oy 2® = lim, o, exp(x ln(x)) = exp(lim, oy zln(z)) =1
(wegen der Stetigkeit von exp und c)).
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Definition 6.15

Es sei D(f) C R offen und f : D(f) — R differenzierbar mit der Ableitung g :== f':
D(f) —R.

Ist g in xy € D(f) differenzierbar, so heifit g'(xy) die zweite Ableitung von f in xg.
Bezeichnung: f"(xo) = ¢'(x).

Induktiv definiert man f(xq) := (f™V)Y(xy), die n—te Ableitung von f in xo. Man
sagt dann, daf f n-mal differenzierbar in xq ist. Schreibweise: f© := f f) = f etc.

Wir kommen nun zu einer Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes:

Satz 6.16 (Taylor)
Es sei D(f) ein offenes Intervall, f : D(f) — R sei (n+ 1)-mal differenzierbar fiir ein
n € INg. Dann ezistiert fir alle x,xy € D(f) ein © €]0,1[, so daff

- f(k)(xo) k f(nﬂ)(xo + O(x — 20)) n+1
:Z —(z = 20)" + RSN (x — @)™,

Beweis:
Wir betrachten die beiden folgenden Funktionen g, h : D(f) — R:

() (z0)
8% <(>%§ﬁ°f5 (2 =20 (va € D(f)imo € D(F) fest)
(n

g und h sind (n + ) —mal differenzierbar (g nach Vor.!) und es gilt
Ve e D(f),7=0,...,n+ 1
. ) ( .
g (z) = fU(z) — S _ fk (]0 (z — 20)F,

W (x) = <n+n {0+ 2= ) — a1

Es sei nun = € D(f) ebenfalls fixiert, und wir betrachten das Intervall
I := [min{z, zo}, max{x, xo}]. Aus 6.12 folgt die Existenz von Z; € int(/) mit

g9(x) —g(xo) _ g'(%1)
h(z) —h(xo)  h'(3n)

Allgemein existiert nach Satz 6.12 fiir jedes j =1,...,n ein Z; € I, so daB

hl+D) ($]+1) hi)(z;) — hO)(xo)’

Vi=0,...,n, Tg:=x.

(Dies erfolgt sukzessive und ist méglich da hU)(z
Insgesamt ergibt sich daraus wegen g\ (zq) = hl

g(@) _ g(@) _ g D (Eun) _ fOD (Far)
W) " W) A (G) | ()]

)#O,Vx%xound‘v’jzl,...,n+1)
Nwo) =0 fiir alle j =0,...,n:

_ f(n+1)(:i‘n+1) n+1
und es gilt %;%;Oxo =: O €]0, 1[. Damit ist alles bewiesen. O
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Bemerkung 6.17
Ein Spezialfall von Satz 6.16 fiir n = 0 ist der Mittelwertsatz 6.10 auf I.
Das Polynom

") (g
-y kﬂ )@ —2)* (z€R)

heifst das n—te Taylor—Polynom von f an der Stelle xy, und der Term

Ry(2) = f(x) = Ta(x) (z € D(f))

heifst Taylorsches Restglied.
Satz 6.16 besagt dazu folgendes: Vx € D(f) existiert © €]0,1[, so daf

S (20 4 Oz — 20))
(n+1)!

R,(x) = (z — x0)" .

Dabei ist klar, dafi © von x,z¢ und n abhingt! (vgl. Beweis von 6.16)

Definition 6.18
Es sei f: D(f) — R inxy € int (D(f)) beliebig oft differenzierbar.
Dann heifit die Potenzreihe - 5 f™(x0)(x — z0)* Taylorreihe von f in wy.

k=0
Man sagt, f ist um xq in eine Taylorreihe entwickelbar, wenn ein p > 0 existiert, so

daf f(z) = 3 2 f® (@) (x — 20)*, ¥ € Blao, p).

Folgerung 6.19
Es seien a,b € RU{—00,+0}, a < b, und f :|a,b|— R sei beliebig oft differenzierbar.
Fiir jedes n € IN existiere M,,, so dafs

1™ (2)] < M, Yz €la,b].

Dann ist f um jedes xy €la,b[ in eine Taylorreihe entwickelbar (in B(zo, p) Cla,b]),
wenn

lim 1,2 '0 —0.

n—0o0

Falls M,, = aC™, ¥Yn € IN, mit geeigneten o« > 0 und C' > 0, so ist die letztere
Bedingung erfiillt.

Beweis:
Aus der Ungleichung in Bem. 6.17 erhalten wir fiir alle 2 € B(xy, p):

£(@) - Tul@)] = | Zf — o) < My 0
Mit M, = aC" gilt a'B" — 0 (vgl. Bsp. 3.10 f)). O

Beispiel 6.20
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a) Taylorreihe von f(x) :=sinz (r € R) um zy = 0.
Die Voraussetzungen von Folg. 6.19 sind erfillt mit M,, == 1, Vn € IN, a := —o0,
b := 400 und es folgt fiir bel. p >0, d.h. Vr € R:

' i (sm i L2+
sinx =
prd ! — 2k 2k + 1)
(da sin®® = (=1)*sin und sin®**Y = (=1)*cos) Man erhilt also gerade die

Reihendarstellung aus Folg. 3.52.
(Analoges gilt fiir exp, cos, sinh, cosh.)

b) In(1+a) =S50 (-1 2 Vo €] — 1,1] (Ubung).

0 , x=0,
f ist auf R beliebig oft differenzierbar und ¥n € IN hat f™(z) fir o # 0 die
Darstellung:

1
c) Taylorreihe von f(z) := { exp(=z) , =70, um zo = 0.

£ @) = pul ) esp(==5), 0(0) =0,

wobei p, ein geergnetes Polynom ist.

Man kann nun zeigen, dafS die Taylorreihe von f in xqg =0 auf R konvergent ist
(alle Partialsummen sind 0 Vx € R), aber mit Ausnahme von f(0) in x = 0 nicht
mit f(x) dbereinstimmt (vgl. Ubungen,).

6.2 Differentialrechnung im R™

Definition 6.21

Sei f: D(f) — R™, D(f) CR* und xo € int (D(f)).

[ heifit differenzierbar (oder: Fréchet—differenzierbar) in xo, wenn es eine mx k—Matriz
A gibt, so daf

f(xo+h) = f(xg) + Ah + r(xo, h)
fiir alle h € R* mit xg + h € D(f) und

r(zo, h)
1m
Ikl—0  ||Al

=0.

f'(xg) := A heifit Ableitung (oder: Fréchet—Ableitung) von f in xo;
f'(xo)h heifst Differential von f in xo bez. h € R¥.
Ist D(f) offen, so heifit f differenzierbar (auf D(f)), falls f in jedem xo € D(f)

differenzierbar ist.

Bemerkung 6.22
Differenzierbarkeit von f in x¢ bedeutet, dafy f in einer Umgebung von xy “lokal linea-
risierbar” ist. Fir k =m = 1 entsteht der Ableitungsbegriff aus Kap. 6.1/
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Satz 6.23
Es sei f: D(f) — R™, D(f) C R¥, differenzierbar in zq € int (D(f)).

a) Die Fréchet-Ableitung von f in xq ist eindeutig bestimmt.
b) f ist in xq stetig.

c) Ist g: D(g) — R™, D(g) C R¥, ebenfalls differenzierbar in xy € int (D(f) N D(g)),
so gill: (oof + Bg)'(x0) = aof'(x0) + B9 (w0) (o, f € R).

Beweis:

a) Seien A; und A, Fréchet—Ableitungen von f in x.

l xro+h)— f(xg) — Ash|| =0, i=1,2

Dann gilt fiir beliebiges € R* und ¢ € R, so daf xq + tx € D(f):

|Mw_Aﬂn:|ﬁmww—Aﬂmw—m”MAww As(ta) ]
- ”t H||A1(tx) As(t) |||
- T ”||A1(tx) (f (o +tx) — f(20)) +

(f (xo + tx) — f (o)) — Az(t) |||z

1mem (f (o + ta) — F(x)) |1+

[¢]]

IN

I(7(an+ ) = fGaw) = Aste) el
= [ )~ e i+
Tl o+ ) = fao) = Ax(e2)]] el 0

~ Az = Asz, Vo € RF,
~ beide m x k—Matrizen stimmen tiberein.

b) Fiir bel. z € D(f) mit x # z, gilt:
1f () = f@o)l < 1f (=) = fxo) = f'(zo)(z — mo) || + ||/ (x0) (x — wo)]|

Nach Vor. existiert § > 0, so dafl

1f () = f(xo) = f'(wo)(x — o) | <1, Vz € B(xo,0).

||x—x I
v |lf () = fzo) |l < [l = ol + [/ (wo)(x — o),V € B(xo,9).

— 0.

T—x(
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c) Seien o, € Rbel., h € R* : 29+ h € D(f),h #0
~ mrllef (o + h) + Bg(zo + h) — af(w0) — Bg(wo) — (af'(z0) + By (x0))]

< ol ”—;Huﬂxo T h) — flzo) — f'(zo)h]

J/

-~

0
lrl|—0

Lo ”—;Hugm 1) — gao) — ¢/ (zo)h]

J/

-~

—~ 0
[IR]|—0

~ af + B¢ ist differenzierbar in xg, und es gilt

(af +89) (z0) = af'(z0) + B9’ (x0). O]
Beispiel 6.24

a) f:RF - R™ f(x):= Az +b, Vo € R*; A m x k-Matriz, b € R™.
~ f ist differenzierbar in jedem xo € R¥, und f'(x) = A.

b) f:R? = R, f(x1, 1) := a3 + 25 + 217, Vo = (11, 72) € R%.
v fla4h) = f(z) = (z1+h)?+ (22 + he)” + (21 + b)) (2 + ha)
—.T% — SC% — T1T9
= 2x1hy + h? + 2x5hg + hE + 21hy 4 29hy + hihy
= (2$1 + 5E2)h1 + (2$2 + 5E1)h2 + (h% + hihg + h%)

h
— \(23}1 —|—:C2,2562 —|—$Cl) < h; ) —|—T(h>7

S

-~

=h

und es gilt:

[r(h)|  |h3 4 hihg + B3|
\R|| — (h3 + h3)12 < |ha| + || + |h2| MT—.OO'

~ [ st differenzierbar und f'(x) = (221 + 19, 229 + 1), V2 € R%

Definition 6.25
Es sei f: D(f) — R™, D(f) C Rk, z € int (D(f)).

a) Existiert der Grenzwert

s ) = im (o + th) = f(a0)) (i B"),

so heifst er Richtungsableitung von f in xq¢ in Richtung h € R¥.
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b) Es bezeichne ej, j =1,...,k, den j—ten kanonischen Einheitsvektor in R”.
Ezistiert nun die Richtungsableitung von f in xy in Richtung e;, so heifit

of

oz, (z0) := f'(wose;) €R™ (j=1,...,Fk)

die partielle Ableitung von f nach z; in xo € RF.

c) Falls alle partiellen Ableitungen 2L (z0) (j = 1,...,k) von f in xy ewistieren, so

oz
heifit die m x k—Matriz ’

Istee) = (5 b g a)

Jacobi-Matriz (oder: Funktionalmatriz) von f in xg.
Fiirm =1 heifft V f(zo) := J¢(xo) Gradient von f in x.

Bemerkung 6.26

Im Unterschied zum Differential f'(xo)h in Def. 6.21 werden zur Definition der Rich-
tungsableitung f'(zo; h) nur gegen x¢ konvergierende Folgen auf der Geraden {xo+th :
t € R} “zur Konkurrenz zugelassen”. Fir h := e; bedeutet dies, dafs nur gegen x
konvergierende Folgen zugelassen werden, bei denen sich nur die j—te Komponente
verdndert. Alle anderen Komponenten bleiben fest!

o1
%@o) = lim(f(zo +te;) = f(wo)) (wo=| : | €int(D(f))
’ Lok
= 12%;(]0(1‘017---7ij+t,---,l'0k)—f(iEQl,...,ZL'Qj,...,{L‘Ok)).

Deshalb also der Begriff “partielle Ableitung” von f nach der j-ten Komponente x ;!
Schreibt man die Funktion f: D(f) — R™ in der Form

fi(z)
f(z) = : i D(f) = R, (i=1,...,m) sind also die Komponenten von f,
()
so hat die Jacobi-Matriz von f in x die Form:
D) ... ()
Jp(x) = : :
Poz) ... Hra)
Satz 6.27
Es sei f: D(f) — R™, D(f) CR*, inxy € int (D(f)) differenzierbar. Dann existieren

alle partiellen Ableitungen %(wo), j=1,...,k, und es gilt

['(xo) = J¢(wo).

Allgemeiner existieren auch alle Richtungsableitungen f'(xo;h), Vh € RE, und es gilt
f'(xo)h = f'(zo: h), Yh € R".
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Beweis:

Es sei h € R* bel. gewiihlt. Dann gilt:
1 1
1= (f (o + th) = f(wo)) = f(@o)h| Tenl

—

t—0

1f (zo + th) — f(zo) — ['(zo) (th)||[|A]

und f(zo; h) = f'(x0)h.
Speziell existieren alle Richtungsableitungen f’(zo;e;), j =1,...,k, und es gilt:

5—3{1(%) = ['(zo;¢;) = f'(wo)es, j=1,....k

k
Es sei nun 2 € R¥ bel. ~ z = 3" x;¢; (vgl. Bem. 1.38).
j=1
€

s Flao)e = 3 an)es = (o) = Ipan) |5 | = JyGaope
j= j= T
~ f(wo) = J (o). U

Die Fréchet—Ableitung einer Funktion erweist sich also gerade als ihre Jacobi—-Matrix.
Diese Erkenntnis stellt gleichzeitig einen neuen Einzigkeitsbeweis fiir die Ableitung dar.

Beispiel 6.28
a) f(w1,x) := 2% + 23 + 1129, V(21,72) € R? (vgl. Bsp. 6.24 b)).

0 o1
~ 95 (1,25) = lim=((x1 +t)* + 25 + (21 + )ag — 2] — 25 — 117)
al‘l t—0 t
1
= %11”% ¥<2$1t+t2 —|—.§C2t) = 2%1 +.’L‘2,
0 (x1,29) = 2x9+x
By T2 = 2 1-

s Jp(Tr,m0) = (201 + 22, 200 + 24).

b) Dieses Beispiel zeigt, daf$ aus der Ezistenz aller partiellen Ableitungen i.a. nicht
die Ezistenz aller Richtungsableitungen folgt!

x1 , fallsze =0,
f:R? =R, flo,m):=1{ 29 , fallsz; =0,
1 sonst.

f besitzt in (0,0) alle partiellen Ableitungen, denn:

of o ot
of ot
o, W0 = lme =1

123



Aber: f ist nicht stetig in (0,0), und es existiert auch nicht
die Richtungsableitung von f in (0,0) in Richtung h := (1,1).
Beweis:  ¢(f(t,t) — f(0,0)) = 1, d.h. der zugehérige Limes existiert
nicht! Ebenso sieht man, daff f nicht stetig in (0,0) ist, da

f(%,%)ZIﬁO:f(O,O). [

c) Das folgende Beispiel zeigt, daf selbst aus der Existenz aller Richtungsableitungen
in einem Punkt nicht die Stetigkeit in diesem Punkt, also erst recht nicht die
Fréchet-Differenzierbarkeit, folgt!

0 Tl = Ty = 0
R =R, flog,m) = s
éfig sonst

Es sei h € R?, h # (0,0), bel. gewdihlt. Dann gilt:

l’1 0+thy,04+th 0,0)) =1 lﬂ
tg%t(f( +1thy,0+ 2)_f(7 ))_t%tt8h§+t4hg

=0, d.h 3f((0,0);h) =0,

also existieren alle Richtungsableitungen von f in (0,0).
Aber: f ist nicht stetig in (0,0).
Bew.:  Wir betrachten die Folge ((£,25))nev. Es gilt:
F(E, &) =1 £ 0= f(0,0). O
(Ursache:  Bei Richtungsableitungen werden nur Folgen auf Ge-
raden zugelassen; bei Stetigkeiten alle!)

Problem: Unter welcher zusétzlichen Voraussetzung folgt nun aus der
Existenz der partiellen Ableitungen die Differenzierbarkeit?

Definition 6.29

Es sei f : D(f) — R™, D(f) CRF, 2y € int (D(f)).

f heifft stetig differenzierbar in xy, wenn ein & > 0 existiert, so daf alle partiellen
Ableitungen von f in jedem x € B(xo,d) C D(f) existieren und in xq stetig sind.

Satz 6.30
Sei f: D(f) — R™, D(f) CR*, inxo € int(D(f)) stetig differenzierbar. Dann ist f
i xo Fréchet—differenzierbar.

Beweis:

Es geniigt, die Fréchet—Differenzierbarkeit von f in xy zu beweisen. Der Rest folgt aus
Satz 6.27. Nach Def. 6.21 geniigt es, den Fall m = 1 zu betrachten (sonst argumentiert
man komponentenweise). Wir fithren den Beweis aulerdem nur fiir £ = 2, da er fiir
k > 2 bis auf mehr Schreibarbeit vollig analog verlauft.
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Es sei nun € > 0 beliebig gewihlt. Nach Def. 6.21 geniigt es nun zu zeigen, dafl ein
d = d(e) > 0 existiert, so daf

| (z) = f (o) — J¢(xo)(x — 20))|
[ = ol
(Hierbei ist || - || die Euklidische Norm im R2.)

Nach Voraussetzung existiert zunédchst ein 6 > 0, so dal B(xzg,d) C D(f), in B(zo,J)
die partiellen Ableitungen von f existieren und dafl

of of

92, B,
j j

Es sei nun zg = (%1, Ts2), und wir betrachten die Funktion

f(', .CL’OQ) 3]1’01 — 5, To1 + 5[—> R.

Diese Funktion ist auf dem angegebenen Intervall differenzierbar mit der Ableitung

ﬁ(. To2)

ox s Lo2)-

Ist & = (x1,22) € B(xo,0) bel. gewéhlt, so folgt aus dem Mittelwertsatz 6.10, dafl ein

©; €]0, 1] existiert, so dafl

f(l‘laon) - f($027x02) o 8f
—— = e (o1 + O1(21 — T01), To2).
Analog erhilt man: 30, €]0, 1] mit
f(x1,29) — f(21, T02) o of

To — Tp2 8262

<e, Vze B(x,9).

(wo)| < S, Va € B(wo,d), Vj =1,2.

27

(T1,%o2 + O2(T2 — Tp2))-

Daraus erhélt man insgesamt:

f(x) = f(xo) = flz1,22) — f(To1, To2)
= flx1,22) — f(21,202) + f(21,202) — f(T01, Z02)

0
= —8f (21, Toz + Oa(x2 — To2)) (T2 — To2) +
T2
0
—83{1 (%1 + @1(901 - 9001), %2)(!701 - 9001),

o @)= foo) = (G0 ghe)) (75 ) drgta)
(Vz € B(xo,9)),

wobei
0 0
ri(x, o) = [an(xol + O1(x1 — To1), To2) — a%(xol,xoz)](xl — To1) +
1 1
[0—562(901,%2 + @2@2 - 9602)) - 6—562(90017%2)](902 - %2)-

s |rp(x, mo)| < Sl — @or| + §|w2 — wo2| < eflz — 20|, VI € B(20,6).
(o1 + O1(1 — T01), To2) € B(x0,9)
) B
(21, 7op + Oo(w — 00)) € Blzo,0) [ ¢ € B(x0:9))
Damit ist alles bewiesen! O

(wegen

Wir kommen nun zur Kettenregel als der fundamentalen Differentiationsregel.
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Satz 6.31 (Kettenregel)
Es seien f : D(f) — RY, g : D(g) — R™, D(f) CR*, D(g) C R, und wir betrachten
die Abbildung

F:=gof:D(gof)—R"™ D(gof)CD(f)CR"

Es seien xo € int (D(go f)) und f(x¢) € int (D(g)), f sei in xy und g sei in f(xo)
Fréchet—differenzierbar.
Dann ist F = go f in xo Fréchet—differenzierbar, und es gilt

F'(20) = g'(f(0)) [ (o).

Beweis:
Nach Vor. und Def. 5.22 bzw. Bem. 5.23 gilt:

f(xo +h) = f(xo) + f'(wo)h +7¢(x0,h), Vh € RFmitzg+ h € D(f),

o (o, bl
wobei ||}111”_)0 2 =0, und
9(f(zo) +y) = g(f(20)) + g'(f(20))y + 14(f(20),y), Vy € R' mit

f(zo) +y € D(g), wobei lim lrg (o))l _ .
lly||—0 llyll

Daraus folgt fiir alle h € R¥ mit xq +h € D(F) = D(go f):

Flzo+h) = F(zo) = g(f(wo) + (f(xo+h) = f(20))) = g(f (w0))
= g (f(x0))(f (w0 + h) = f(w0)) +14(f (w0), f (w0 + h) = f(x0))
9'(f (o)) f'(wo)h + rp(wo, ),

wobei 7¢(zo, h) := ¢'(f(20))7 5 (x0, h) 4 14(f (20), f (20 + 1) = [(20))-

Wir zeicen: lim lre@oml — o
1r zeigen ||h1||mo IRl

Lo (Feo)ry@om) — g’ (Feo)lrg(o) —
Da I3 = T =00V

ot - lim lrsU@o)f@oth)=f@o)l _
geniigt es, zu zeigen ||hl||g0 Tl 0

Es sei € > 0 bel. gewéhlt. Dann existiert zunéchst ein d;(¢) > 0 so, da8
Iy )l
[yl 1f/ (o)l + 17
(Hierbei ist || f'(zo)]| die Norm der (I, k)-Matrix f'(xo) d.h. || f'(x0)| = maxq=1 || f'(x0)x].)
~ 3d(g) > 0 so, daB fiir alle h € R* mit 0 # || k|| < () gilt:
| f(zo+ h) — f(xo)|| < d1(g) (vgl. 5.24 b)) und

Yy € Rlmit 0 £ |ly|| < 61(c).

(o, )]
="
Dann gilt fiir alle h € R* mit 0 # ||h]| < d(e) :
HQU@&owHU—ﬂ%DH::Hmﬁ@&owHw—ﬂ%MIWhmh+w@mMH
1] 170+ 1) — f@0)] ]
b e b))
< T @ g+ )
g/ @+ )= O
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Folgerung 6.32

Es seien alle Voraussetzungen von Satz 6.31 erfillt mit der Ausnahme, daf$ f in xg
lediglich eine Richtungsableitung in Richtung h € R* besitze.

Dann besitzt auch F := go f in o eine Richtungsableitung in Richtung h € R* und es
qgilt:

FI(%Q h) = gl(f(fco))f/(xo; h).

Beweis:
Man wiederholt den prinzipiellen Ablauf des Beweises von 6.31 und ersieht aus der
Gleichung

L(Pao-+1h) — F(o)) = (7o) 1 (o + 1h) — ()

oy (7o), S + th) — F(xo))

und indem man analog zu 6.31 beweist 12% 21rq(f(z0), f(mo +th) — f(z0)) = 0, daB die
behauptete Formel fiir die Richtungsableitungen giiltig ist. 0

Bemerkung 6.33
Unter den Voraussetzungen von Satz 6.31/Folg. 6.32 ergeben sich aus Satz 6.27 folgende
Formeln fir die Jacobi-Matrizen bzw. Richtungsableitungen:

Jr(zo) = Jy(f(20))Jf(x0) (nach 6.51),
F'(zo;h) = J,(f(x0))f (xo; h)  (nach 6.32).

Fiir den Spezialfall h :=e; (j = 1,...,k) erhalten wir daraus:

oF B of .
5 @) = ) g (=1 k)
Haben ferner F', f bzw. g die folgende Gestalt
Fi(z) fi(x) 91(y)
F(z) = : , fl@) = :  9(y) = 2
Fn () () gm(y)
(Vo € D(F)) (Ve € D(f)) (Vy € D(g))

so ergeben sich folgende Kettenregeln fiir partielle Ableitungen:

0= 3 B e Pt o= 1mii= 1 )

0:6] 8yl 0z;
l
. 9y ofi ,
Spezialfille: m=1:g-(zo) 23y, (f(xo))axj (o) (J=1,...,k),
BFT o ’ ) )
I=1: (xo) = —8y (f@o))—am(%) 1,....k),

k=l=m=1:F(z) =g (f(x0))f (o).
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Ausdriicklich vermerkt werden mufl aber, dafl die angegebenen Beziehungen fiir die
partiellen Ableitungen von F := g o f nur unter den Voraussetzungen von 6.31 bzw.
6.32 abgeleitet werden kinnen! Insbesondere ist die Fréchet—Differenzierbarkeit von g
in f(xo) unverzichtbar! (hinreichende Bedingungen dafiir siehe Satz 6.30)

Beispiel 6.34 a) Wir betrachten die folgenden beiden Funktionen:

f iR =R, f(r,25) =2 + 22+ 2119, V(21,29) € R?,
9:R—R, 9(y) = exp(y), vy € R.

Nach Bsp. 6.24 b) bzw. Satz 6.30 sind beide Funktionen Fréchet—differenzierbar auf
thren Definitionsbereichen.

Nach Satz 6.31 ist deshalb g o f Fréchet-differenzierbar auf R? und es gilt fir die
partiellen Ableitungen nach Bem. 6.33:

0 , 0
O L) (41 ) = o (Flany2)) (01, 02) = (4 + 1) expla? + 22 + ),
81‘1 afL‘l
8%; ) (x1,m9) = (229 + 1) exp(x% + x% + x129),
2

und damit (g o f) = exp(x? + 23 + 1122) (221 + T2, 11 + 222).

b) Wir zeigen, wie die Differentiationsregel fiir Produkte mit Hilfe der Kettenregel her-
geleitet werden kann. Dazu definieren wir

G D(f) N D(g) — R2, G(x) == ( ;Eg )

H:R?>— R, H(y1,y2) = y1y27v(y17y2> e R%

und erhalten f-g = H o G. G ist Fréchet-differenzierbar in xo, da dies fir f und
g erfiillt ist. H ist Fréchet-differenzierbar auf R?, da H stetig differenzierbar ist und
nach Satz 6.30 ! Ferner gilt:

, oH oH
H (y1,y2) = (a—yl(ylqu)ua—w(yluy2>) = (y2,y1)-

Satz 6.36 ~ (f - 9)/(x0) = (H oG) (x9) = H'(G(x0))G' (o)
(o)
(

Beispiel 6.35

Firm > 1 und k > 1 gilt der Mittelwertsatz in der Form 6.10 i.a. nicht mehr!
Seik:=m:=2, f:R* = R?, f(x,39) := (23,22, V(z1,72) € R%

~s f ist stetig differenzierbar auf R?;

~ f ist Fréchet-differenzierbar auf R? nach Satz 6.31, und es gilt:

322 0

fI(SL’1,:L’2) = < 0 22y ) , V(xl,xg) c R?.
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Annahme: 30 €]0,1[: f(1,1) — f(0,0) = f'((0,0)) + ©(1,1)

Wf(l,l)zf/(@,@)<1)”*(1):<32%2)

~ Widerspruch!

Problem: Existieren (wenigstens) Abschdtzungen fir || f(z) — f(xo)|| mit
Hilfe der Fréchet-Ableitung f'?

1
1

Definition 6.36
Fiir beliebige x,y € R* bezeichne [x,y] .= {x+t(y—x) : t € [0,1]} ein k-dimensionales
Intervall. C C R* heifit konvex, falls fiir alle x,y € C gilt: [x,y] C C.

Satz 6.37 (verallgemeinerter Mittelwertsatz)
Es sei D(f) C RF offen und konvez, f : D(f) — R™ sei Fréchet-differenzierbar. Dann
gilt fir alle x,z9 € D(f):

1f () = flxo)ll < o8 1f" (o + t(x — zo)) ||z — ol

wobei ||A|| = |Tn”ax \|Azx|| fir alle m x k-Matrizen A.

Beweisidee: Fiir die Funktion ¢ — g¢;(t) := fi(xo+t(z —x¢)) ist der Mittelwertsatz 6.10

anwendbar, d.h. fiir jedes i = 1,...,n existiert ein ; €]0, 1], so dafl

19:(1) = g:(0)] = | fi(2) — fiwo)| = 1gi(0:)] < sup |gi(t)| = sup |fi(xo + t(x — xo))(x — o)l
t€[0,1] t€[0,1]

Daraus folgt die gewiinschte Aussage fiir die Norm || - || in R* und R™, O

Wir kommen schliellich zu partiellen Ableitungen héherer Ordnung.

Definition 6.38

Es sei f : D(f) — R™, und D(f) C RF sei offen. f besitze auf D(f) die partielle
Ableitung ngj :D(f) = R™ (j€{1,...,k}).

Ezistiert nun die partielle Ableitung %(ﬁ)( o), fiirzo € D(f), so heift =2 Tada: 835 )(xo) ==

oz
B (aamf (o) partielle Ableitung zweiter Ordnung von f in xo nach x; und x; (1,7 €

{1,...,k}). Im Fall i = j verwenden wir die Schreibweise: g ’;(:co)

Ist a:= (o, ...,ax) ein sog. Multi-Index und ist |o| := Z a;, a; €N, Vi=1,...,k,
i=1
so definiert man auf die obige Weise sukzessive eine partielle Ableitung |o|—ter Ordnung

olel f
0zt 0xg? - - - Ox*
(Dabei bedeutet oy = 0, dafS nach der Variablen x; nicht abgeleitet wird.)
Fiir eine offene Menge G C R* bezeichnet C,',?‘(G) die Menge aller Funktionen (mit

Werten in R™), fiir die alle partiellen Ableitungen bis zur |a|-ten Ordnung existieren
und stetig sind.

(o) von f in .
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Beispiel 6.39

a) f(w1,22) = (2] + 23) exp(z122), (w1, 22) € R®.

0
8%(.1’1,.1’2) = 2z exp(rixe) + (xf + x%)xz exp(z123),
1
= (2229 + 221 + 23) exp(x123),
8f _ 3 2 2
8—:1:2@1’@) = (2] + x175 + 2x9) exp(z122),
*f 2 2 2 3
E. (r1,20) = (x]+ 3x3) exp(z122) + (x{x2 + 221 + 5) 71 exp(z122)
2011
= (327 + 323 + 2wy + 2123) exp(z129),
o2
e 8];: (x1,22) = (31:% + x%) exp(z1x2) + (:c‘z’ + :clx% + 2x9) g exp(z122)
1019
== a2f (xla :EQ)?
&xgaxl

d.h. bei dieser Funktion kann die Reihenfolge der Ableitungen vertauscht werden.

2_ .2
xlei%erg ) (:L‘laxZ) 7é (07 0)7

0 sonst.

b) f(z1,29) := {

%) af — a3 2ay (a1 + 3) — (2] — @3)2ay
e N T
zy(z} — 23) + 223
B (2F + 23)?
5 B}
~ a_i(()’x2) = —X9 und analog.'a—ai(ﬂfla O) =1
o f i
—(0,0) = —1 und 0,0) =L
. 6:626:(:1( ) s 35613352( )

In diesem Fall lafit sich also die Reihenfolge der Ableitungen nicht vertauschen !

Wann sind die partiellen Ableitungen einer Funktion unabhéngig von der Reihenfolge
der Differentiationen?
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Satz 6.40
Es sei f : D(f) — R™, D(f) C R*, xy € int (D(f)). Existieren die partiellen Ablei-
tungen
O und O
&Ei@:pj 81‘]61‘2

fiir gewisse 1,5 € {1,...,k}, i # 7, auf einer Umgebung U von xy und sind in xq stetig,
so sind sie in xq gleich.

(ohne Beweis)

Abschliefend behandeln wir nun eine Verallgemeinerung des Satzes von Taylor (6.16)
auf den mehrdimensionalen Fall. Jedoch beschrénken wir uns der Einfachheit halber
auf eine Entwicklung nur bis einschlielich der zweiten partiellen Ableitungen.

Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : G — R, d.h. f € C*G), mit
G C R* offen, wird fiir 2y € G definiert:

0 0
Vf(xg) = (8—:1{1(%)’ e 8—;;(360)) (Gradient von f in xg)

und die sog. Hesse-Matrix V2f(z) von f in

9?2 92
a—é(fﬁo) T —axkafxl (o)
V2 f (o) = : z
9?2 92
e COVMERR e €2

(die also nach 6.40 eine symmetrische Matrix in R¥** ist)

Satz 6.41 (Taylor)
Sei G C RF offen und konvez, und es gelte f € C*(G).
Dann gilt fiir alle xo € G und h € R* derart, daf xo+ h € G

Flao + h) = fwo) + (7o), ) + 5 (9 f (), ) + 4l p(h)

wobei lim p(h) =0.
IIhIIHOP( )

Dabei bezeichnet (-,-) das Skalarprodukt auf R¥ (vgl. 1.37), und || - || die Euklidische
Norm.

(ohne Beweis)
Mit dieser mehrdimensionalen Variante der Taylorformel 148t sich nun die folgende

notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Minimums
einer Funktion f in einem Punkt xq herleiten.
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Satz 6.42 (notwendige und hinreichende Optimalititsbedingung)

(a) Seien f € CH(R™), C C R™ abgeschlossen und konvez, und xo € C. Besitzt f in
xqo ein lokales Minimum auf C, d.h. existiert ein € > 0, so daf f(xo) < f(x) fir jedes
x € C'N B(xg,¢), so gilt

<Vf(l'0),l‘ — ZL‘Q) Z O, Vo € C.

Gilt xy € int (C), so folgt sogar V f(xy) = 0.
(b) Sei f € C*(R™) und es gelte fiir ro € R™, daf V f(x¢) = 0 und (V?f(xo)h, h) > 0,
Vh € R™\{0}. Dann ist xq¢ lokales Minimum von f auf R™.

Die Bedingung an die Hesse-Matrix V?f(zg) in Satz 6.42 ist dabei gleichbedeutend
damit, dafl ihre sémtlichen Eigenwerte positiv sind.

7 Integralrechnung

Fiir den Integralbegriff gibt es zwei wesentliche Motivationen:
(1) Berechnung von Fléchen- bzw. Rauminhalten von Kérpern, und

(2) die “Umkehrung” der Differentiation, d.h. die Rekonstruktion einer Funktion aus
ihrer Ableitung.

Beide Motivationen héngen eng zusammen. Wir beginnen mit (1) und der Definition des
sog. Riemann-Integrals. Spéter zeigen wir, dafl es enge Zusammenhénge zwischen dem
Riemann-Integral und der Umkehrung der Differentiation gibt. AnschlieBend gehen
wir noch auf eine Erweiterung der bis dahin dargelegten Integralrechnung ein: das
uneigentliche Integral.

7.1 Das Riemann-Integral im R™

Wir betrachten Funktionen f : D(f) — R, D(f) C R™, und definieren (schrittweise)
Riemann-Integrale iiber immer komplizierteren Mengen, beginnend mit m-dimensionalen
kompakten Intervallen I C D(f) (oder “Quadern”)

Definition 7.1

a) Fir beliebige a;, by € R, a; < b;, 1 = 1,...,m, heifit die Menge I := X, [a;, ;]
m-dimensionales kompaktes Intervall.

w(l) == [](b; — a;) heifst Maf (bzw. Inhalt) von I.
i=1 —

b) IstI := x™,la;, b;] ein m-dimensionales kompaktes Intervall und sind Z; := {x;o, x1,
o Ting) ) Zerlegungen von [a;, b;] (i =1,...,m), d.h. a; = z0 < Ty < ... <
Tin@) = bi, so heifit Z = X2, Z; Zerlegung von I.

Z(I) bezeichne die Menge aller Zerlegungen von I.
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Bemerkung 7.2

Ist Z = x, Z; € Z(I), so kann man alle maéglichen kartesischen Produkte von m Inter-
vallen, die aus jeweils zwei aufeinanderfolgenden Punkten der Zerlegungen Z1, ..., Zy,
gebildet werden, erzeugen. Man erhdlt dadurch eine gewisse Anzahl M (kleinerer) m-
dimensionaler Intervalle 1y, ..., Iy, d.h.

[j = xiﬁl[xi,ki,xi,kiﬂ], kl = ]i]l(.]) € {0, R ,Tl(l) — 1},2 = 1, .. .,m,j = 1,. . .,M.
M [} o
Fiir diese Intervalle gilt: 1= \J I;, I; N Iry=0, k # j, und
j=1

(1) = 32 (1),

Eine Zerlequng Z € Z(1I) heifit Verfeinerung von Z = xI",Z;, falls Z die Gestalt
Z =", Z; hat und Z; D Z;, ¥i=1,...,m, gilt.

Definition 7.3
Es sei I ein m-dimensionaler kompaktes Intervall und f : I — R beschrinkt, d.h.
f € B(I,R). Fir jede Zerlequng Z € Z(I) mit den “Teilintervallen” I;, j =1,..., M
(vgl. 7.2) heiffen

M M

s(Z; f) = Z;Qf fl)u(@;) baw. S(Zif) = sup f(a)u(I;)

j=1 j=1 :BEIJ'

die Darboux’sche Untersumme bzw. Obersumme bez. f und Z.
Wir nennen weiterhin

Z,:= sup s(Z;f) bzw. ZI,:= ZéI}Zf(I) S(Z; f)

zeZ(I)

das Unter-Integral bzw. Ober-Integral von f tiber I.

Lemma 7.4
Es sei I ein m-dimensionales kompaktes Interval und f € B(I,R). Dann gilt fir jedes

Z e Z(I):
—00 < ngf( v)-p(l) <s(Z;f) <Z, <1, <S(Z; f) <sup f(x)u(l) < +oo.
Beweis:

Nach Definition und Konstruktion sind die folgenden Ungleichungen klar:
S(Z:f) <Lu, Lo =5(Z;f), s(Z;f) <S(Z;f)

zel zel z€l;

—oo < inf f(z) - p(I) < inf f(z) Z mef w(lj) =s(Z; f)

und analog die beiden rechten Ungleichungszeichen in der Kette.
Es bleibt zu zeigen: Z,, < Z,,.
Sind zunéichst Z und Z Zerlegungen von I und ist Z eine Verfeinerung von Z. Dann
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setzt sich jedes Teilintervall I; von A evtl. aus mehreren Teilintervallen Ij von Z
zusammen, d.h. es gilt z.B.

inf f(z)u(l;) <Y inf flx)u(l),

:L'GI]' i !L’GIji
was (durch aufsummieren iiber j) zur Ungleichung
s(Z: ) <s(Z,f) < S(Z; ) < 5(Z; f) fiihrt.

Sind ferner Z und Z zwel beliebige Zerlegungen von I und ist 7 eine “gemeinsame
Verfeinerung” von Z und Z, d.h. eine Zerlegung von /, die sowohl die Zerlegungspunkte
zon Z als auch die von Z enthélt. Dann gilt:

s(Z; f) < s(Z; f) < S(Z; f) < S(Z; f).

Daraus folgt: Z, = sup s(Z;f) < S(Z; ), Z, < inf S(Z; =1,
ZeZ(I) ZeZ(I)
Also gilt: Z,, < Z,. 0

Definition 7.5
FEs sei I C R™ ein m-dimensionales Intervall und f € B(I,R). Z,, und I, seien das
Unter-Integral bzw. das Ober-Integral von f dber I. Falls T, = Z,, so heifit f tiber I

Riemann-integrierbar und [ f(x)dx := T, = T, heifit Riemann-Integral von f diber I.
T

Ehe wir zu Eigenschaften und zur Berechnung des Riemann-Integrals kommen, wen-
den wir uns der Frage nach der Charakterisierung Riemann-integrierbarer Funktio-
nen zu. Unser erstes Beispiel zeigt, dafl nicht alle beschréankten Funktionen Riemann-
integrierbar sind. Anschliefend kommen wir zu einer ersten positiven Antwort.

Beispiel 7.6
Wir setzen m = 1, I := [0,1] und f(x) = {

Dirichlet- Funktion auf [0, 1].
Wir wissen: f ist nirgends stetig (vgl. Bsp. 5.5d)).
Ist nun Z eine beliebige Zerlegung von [0, 1], so folgt nach Definition:
s(Z;f)=0 ,5(Zf)=1
~ Z,=0 und Z,=1
~> f ist nicht Riemann-integrierbar tiber I!

0, z€[0,1]NnQ
0,1

1, z€0,1\Q d.h. f st die

Satz 7.7 FEs sei [ C R™ ein m-dimensionales kompaktes Intervall. Dann st jede
stetige Funktion f: 1 — R, d.h. f € C(I), Riemann-integrierbar.

Beweis:

Wir wahlen £ > 0 beliebig und zeigen: 0 <7, —Z, < €.

Nach Voraussetzung ist f auf I gleichméfig stetig (Satz 5.17). Folglich existiert 6 > 0,
so daf3

[f(z) = f(@)] <

falls z, & € I mit ||z — Z|| < 0.

&
p(I)’
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Wir wahlen nun Z € Z(I) so, dafl max diam(/;) < 6. Weiter gilt Vj € {1,..., M }3z,, &, €
J=L50
I;, so dafl

f(z;) = inf f(2), f(@;)=sup f(z) (Satz49).

z€l; z€l;
M
w0 <T,~T, < (7 f) = 5(Z: f) = 3 _(sup f(x) — inf f())(E)
= ;w» — f@))u(l) < m ;u(fj) —¢
(wegen ||z; — 7;|| < diam([;) <6,Vji=1,...,M). O

Unser néchstes Ziel besteht nun darin, die Klasse aller Riemann-integrierbaren Funktio-
nen genau zu charakterisieren. Es wird sich zeigen, dal Riemann-integrierbare Funktio-
nen “im wesentlichen” stetig sind. Dazu benotigen wir aber noch einige Vorbereitungen.

Definition 7.8
A CR™ heifit Nullmenge, wenn Ve > 0 eine hichstens abzihlbare Menge {I; : j € J}
von m-dimensionalen kompakten Intervallen existiert, so daf

AC UIj und Z,u(]j)<€.

JjeJ JjEeT
Lemma 7.9
a) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.
b) Endliche oder abzihlbare Teilmengen von R™ sind Nullmengen.

c) Die Vereinigung hochstens abzihlbar vieler Nullmengen ist wieder eine Nullmenge.

Beweis:
a) ist offensichtlich nach Def. 7.8.

b) Es sei {z; : j € J} eine hochstens abzidhlbare Teilmenge des R™ und es sei € > 0
beliebig gewéhlt. Dabei 0.B.d.A. J C IN.

1
Wir definieren I; == {z € R™: ||z — z||loo < 5 (557) "}, Vj € J.

- i 1 €
~{x;jeJ} C U I; uandu(l;) = H<2j+1)m EbYAS!
JET =1
€ = 1 €
ROIOEDD TR > 21~ 2
JeT €T =1
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c) Seien {A; :i € T} hochstens abzdhlbar viele Nullmengen, wobei 0.B.d.A. Z C IN.

Wir setzen A := |J A; und es sei € > 0 beliebig gewahlt.
i€L
~» 3 hochstens abzéhlbare Mengen {I;; : j € J;} (0.B.d.A. J; C IN)
von m-dimensionalen kompakten Intervallen, so daf3
A; C U [ij und Z M(IZJ) < %, Vi e 1.
JET )i JjeTi 0
~» {1l; 1 j € Jiyi € T} ist hochstens abziahlbar und es gilt

AcU U Ly wd 33 uly) <eX g5 <e
i€T je; i€ jET; i€Z
~» A ist Nullmenge.

Beispiel 7.10
Jede Hyperebene H := {(x1,...,2y) ER™ 1 zs=c} (s € {1,...,m} und c € R fiziert)
st eine Nullmenge.
Bew.: Seie > 0 beliebig gewdhlt und wir definieren I; := X5_;[ai;, bij]
wobei a;j == —j, b =7, Vi#s,Vje N,
asj 1= C— W, bsj = c+ W
B I T S
o )= Pzt

J=1 J=1

Satz 7.11 (Lebesgue)

Es sei I C R™ ein m-dimensionales kompaktes Intervall und f : B(I,R). f ist
Riemann-integrierbar iber I gdw. eine Nullmenge A C I existiert, so daff f auf I\ A
stetig ist.

(ohne Beweis)

Folgerung 7.12
Ist f : [a,b] — R (a,b € R,a < b) beschrinkt und hat hichstens abzihlbar viele
Unstetigkeitsstellen, so ist f Riemann-integrierbar.

Beweis:
folgt aus Satz 7.11 und Lemma 7.9b). O

Die Lebesgue’sche Charakterisierung der Riemann-Integrierbarkeit in Satz 7.11 wird
uns im folgenden bei der Herleitung von Eigenschaften des Riemann-Integrals bzw.
beim weiteren Aufbau der Integralrechnung wertvolle Dienste leisten.

Satz 7.13
Es sei I C R™ ein m-dimensionales kompaktes Intervall und f,g € B(I,R) seien
Riemann-integrierbar. Dann gilt:

a) Fir alle a, B € R ist af + Bg Riemann-integrierbar und es gilt

Jtar+ @iz =a [ )dn+ 5 [ ga)as

1
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b) Falls f(xz) >0, Vz € I, so gilt [ f(z)dx > 0.
T
c) |f| ist Riemann-integrierbar und es gilt | [ f(x)dz| < [|f(x)|dx.
T T

Beweis:

Die Riemann-Integrierbarkeit von af + g und von |f| folgt jeweils sofort aus Satz
7.11.

a) Es sei zundchst @ = 8 = 1 und € > 0 beliebig gewihlt. Dann existieren nach
Voraussetzung Zerlegungen Z, Z € Z(I) mit

0<S(Z; f)—s(Z; f) <=, 0<S(Z;9)—s(Z;9) <

Do ™M
Do M

- =5 < s(Zif) = S(Z: f) < s(Z: f) - /f(fL‘)dl“

s —% < s(Z;9)—S(Z;9) < 8(2;9)—/9(9””95

Es sei nun Z* eine gemeinsame Verfeinerung von Z und Z, d.h. Z* D ZU Z, mit
den Teilintervallen I;, j = 1,..., M. Dann gilt zunéchst:

_% <s(Z;f) - /f(x)dx < s(Z%f) —/f(x)dx (Lemma 7.4)

<8250~ [ e < 570 - [ e <

(und analoges fiir Z bzw. ¢ anstelle von Z bzw. f), und

(275 f+9) = 3 wf(f+9)@)u(ly) = s(Z7 f) + (275 g)
S(Z5f+9) = Y swl(f+9)@nll) < S(Z%5 )+ S(Z39).

Daraus folgt insgesamt:

e < ST s(Zif) —( / f(@)dz + / g(x)dz)

I

< SZ5ftg) / f(2)dz + / 9(x)dx)
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< S(Zf+g) - / / 2)dz)
I
Z:

< (S(Z;f)—/f( Jiz) +(S(Z:9) - /()dz)<§+§:a

Also gilt: — < [(f + g)(x)dz — ([ f(z dx—i—fg ) <e

wegen IS(Z*;f+g)§ (f + 9)(@)de < S(Z% [ +g).
I

Wir haben nun die Aussage fl'ir a = (3 =1 gezeigt!
Es bleibt zu zeigen: f(ozf) dr = ozf f(z)dx, Va € R.

Sei zundchst a > 0. Dann gilt:

/(ozf)(x)dm = sup s(Z;af)= sup as(Z;f)= a/f(x)dx.
/ ZeZ(I) ZeZ(I) )

Ferner erhalten wir:

/ (—H@de = sup s(Zi—f)= sup —S(Z; f)

/ ZeZ(I) zeZ(I)
= — inf S(Z;
4,5 = / J(z

Damit ist Teil a) vollstdndig bewiesen!

b) Es gelte f(x) > 0, Vz € I. Dann folgt:

M
flayde = suwp s(Z;f) > ;;&f fl@)u(l;) > 0.

c) Esgilt: |f| £ f > 0. Folglich ergibt sich aus a) und b):

/If(w)ldwi/f(w)dxZ/(If(ﬂf)lif(w))dwz().

1

Also: — [ |f(z)|dx < [ f(x)dz < [|f(z)|dz und die Behauptung folgt. d
T T T

Satz 7.14

Es seien I, IV und I® m-dimensionale kompakte Intervalle und es gelte I = M UI®)
und int(IM) Nint(1?)) = (.

Es sei f € B(I,R) Riemann-integrierbar tber I.

Dann ist f auch Riemann-integrierbar iber IV und I® und es gilt

/f dx_/f da;+/f

@) 12
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Beweis:

Die Riemann-Integrierbarkeit von f iiber I und I folgt sofort aus der Voraussetzung
und aus Satz 7.11. Deshalb existieren fiir j = 1,2 und zu beliebig vorgegebenem & > 0
Zerlegungen Z; € Z(IW), so daf

€
S(Zs f) = s(Z f) < 5
Es sei Z € Z(I) derart gewihlt, dal Z N IV) eine Verfeinerung von Z; fiir j = 1,2
darstellt. Dann gilt:

—e+ | f@)dz+ [ fa)dx < s(Zy; f) + (2o f)
o]
<s(ZNIV ) +s(ZNID; f) = s(Z; f)

g/fquéﬂZJ%gﬂZmﬂ%ﬁ+sumﬂ%f)

< S(Zy; f)+ S(Za; f) /f d:l:—l—/f Ydx + €. O

I 12

Satz 7.15 (Mittelwertsatz)
Es seien I CR™ ein m-dimensionales kompaktes Intervall und f € C(I).

Dann existiert ein @ € I mit [ f(x)dz = f(z)p(I).
T

Beweis: Nach Satz 7.7 (bzw. 7.11) ist f Riemann-integrierbar iiber I. Nach Lemma 7.4
gilt fiir alle Z € Z(1):

zel zel

inf f(x)u(I) < s(Z; f) < /f )dz < S(Z; f) < sup f(x)u(l)

~ inf f(z < — f Ydx < sup f(x).

xzel zel

Da f auf I stetig ist, existieren nach Satz 5.9 (Satz von Weierstra}) x,, * € I, so daf§
fe) =it fr) wnd f(a") = sup f(a)

1 *
- )< / f(z)de < f(a*).

Durch komponentenweise Anwendung der Beweisidee des eindimensionalen Zwischen-
wertsatz 5.12 zeigt man, daB [f(x.), f(2*)] C f(I) gilt. Insbesondere ergibt sich

1
e / f(x)dz € f(I)

d.h. 3z € I mit f(z :%f
T
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Satz 7.16

Es sei I CR™ ein m-dimensionales kompaktes Intervall.

Es sei f: I — R stetig mit f(z) >0, Vz € I, und [ f(x)dz = 0. Dann gilt: f(x) =
T

Vr e 1.

Beweis:

Annahme: 3z € I : f(Z) >0

Wegen der Stetigkeit von f auf [ folgt:

36> 0: f(x) > 0,Ve € Boo(7,0) :={y € I : ||y — %||oc < }. Wir zerlegen nun [ in
endlich viele Teilintervalle, zu denen auch I := B, (&,d) gehort. Dann folgt aus den
Sétzen 7.13b) und 7.14:

/f dx>/f

715~ 3z €] : [f(x)dx = f(z)u(I).

~ [ fl= dx>f() (1) > 0.

i
~» Widerspruch zur Annahme! O

Wir kommen nun zur Definition des Riemann-Integrals iiber allgemeineren Mengen
B C R™ und zur Definition des Mafles bzw. Inhaltes fiir solche Mengen.

Definition 7.17
Es set B C R™ nichtleer und beschrdinkt, I C R™ sei ein m-dimensionales kompaktes
Intervall mit B C 1.

f: B — R heifit Riemann-integrierbar iber B (kurz: R-integrierbar) wenn die Funktion
fe: R™ — R, wobei

o f(x) ,x€DB
fB(x)'_{ 0 u¢B’

In diesem Fall heifst [ f(x)dx = ffB )dx Riemann-Integral (oder kurz: R-Integral)
B

von f tber B.
B heifst Jordan-meffbar, wenn die charakteristische Funktion xg von B, d.h.

Riemann-integrierbar tiber I ist.

1 ,xeB . ‘ . .
XB(x) =10 24B" tiber I R-integrierbar ist.
w(B) = [, XB x)dr = fdx heifst dann Jordan-Inhalt (oder kurz: Majf$) von B.

Firm =2 bzw. m =3 hezﬂt w(B) auch Fldcheninhalt bzw. Volumen von B.

Bemerkung 7.18
Die Definition des R-Integrals iiber B ist von der Wahl des m-dimensionalen kompakten
Invervalls I 2 B unabhdngig. Denn ist 1 em weiteres m-dimensionales kompaktes

Intervall mit I D B, so gilt: ffB Ydz = ffB

140



Beweis: es wird gezeigt: ffB Ydz = [ fp(x)dx = [ fp(x)dx
_Ini I
0.B.d.A. zeigen wir es fir I.

es existieren endlich viele Teilintervalle I~j, 7€, von I,
sodaf$ I = (INI)U (U L) und das Innere der Intervalle auf der
JjeT

rechten Seite paarweise disjunkt ist. Aus Satz 7.14 folgt dann:

/fB d:z:—/fB d:z:+Z/fB d:z;_/fB )dz. O

]67

A,_/
=0

Ist B C R™ Jordan-mef$bar, so gilt fir den Jordan-Inhalt:

M M
u(B) = sup inf xp(x)u(l;) = sup (1)
zeZ(I) ;x@j ! zeZ(I) ; !
I,CB
M M
Zég(l)ziggm(x)u( )=t JZ p(l;)
IjﬂBZQ

(wobei I 2 B ein m-dimensionales kompaktes Intervall ist).

Die “anschauliche Vorstellung” des Jordan-Inhaltes ist das Supremum (bzw. Infinum)
von Summen von Maflen vom Intervallen, die ganz in B liegen bzw. mit B einen
nichtleeren Durchschnitt haben.

Satz 7.19
Eine beschrdankte Menge B C R™ ist Jordan-mef$bar gdw. der Rand bd B von B eine
Nullmenge ist.

Beweis:

Wir wahlen ein m-dimensionales kompaktes Intervall I so, dafl ;’Q cl B. B ist Jordan-
mefibar gdw. yp R-integrierbar iiber [ ist (vgl. Def. 7.17). Die Menge der Unstetig-
keitspunkte von yp in [ ist gerade bd B ~» xp ist R-integrierbar iiber B nach Satz
7.11 gdw. die Menge bd B eine Nullmenge ist. U

Beispiel 7.20

Fiir m := 1 betrachten wir B := [0,1] N Q, d.h. B ist beschrdnkt und abzihlbar, d.h.,
insbesondere eine Nullmenge nach 7.9. Es gilt bd B = [0, 1].

~> bd B ist keine Nullmenge (es gilt pu(bd B) = 1) und folglich (Satz 7.19) ist B keine
Jordan-mef$bare Menge.

~ B ist eine nicht Jordan-mef$bare Nullmenge.

Dies sind die Grenzen dieses Mefsbarkeitsbegriffs !

Satz 7.21
Es sei B CR™ Jordan-mefbar und f : B — R sei beschrdnkt.
f ist R-integrierbar iber B gdw. 3 Nullmenge A C B, so daff f auf B\ A stetig ist.
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Beweis:
Es sei I C R™ ein m-dimensionales kompaktes Intervall mit B C I.
(=) Sei f R-integrierbar iiber B ~~ fg ist R-integrierbar iiber I ~~ 3 Nullmenge
A C 1,0 daB fp stetig auf I\ A ist (7.11!)
~~ fg ist erst recht stetig auf B\ A. (betrachten A := A N B anstelle von A)
~ [ ist stetig auf B\ A.
(<=) Es bezeichne D¢(B) die Menge aller Unstetigkeitspunkte von f in B und Dy, (I)
die Menge aller Unstetigkeitspunkte von fp in I. Es sei nun D;(B) eine Nullmenge.
~+  Dy(B)Ubd B ist eine Nullmenge nach Satz 7.19.
~+ Dy (1) € Dy(B)UbdB ist Nullmenge.
~»  fp ist R-integrierbar iiber I (Satz 7.11), d.h. f ist R-integrierbar iiber B. [

Bemerkung 7.22

Satz 7.13 bleibt giiltig fiir Riemann-Integrale tiber Jordan-mef$baren Mengen B C R™
(mit analogem Beweis und unter Verwendung von Satz 7.21).

Uberdies gilt analog zu 7.4 fiir jede Jordan-mefbare Menge B C R™ und jede beschrink-
te R-integrierbare Funktion f: B — R, daf

inf f(a)u(B) < / f(2)dz < sup f(@)u(B).

reB reB

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Berechnung von Riemann-Integralen iiber mehrdimensio-
nalen Mengen ist die Riickfithrung auf die mehrmals hintereinander ausgefiihrte Inte-
gration iiber niedrigdimensionale Mengen. Wir beginnen mit dem Fall von R-Integralen
iiber Intervallen.

Satz 7.23 (Fubini)

Es seien I, und I, kompakte p-dimensionale bzw. q-dimensionale Intervalle und I be-

zeichne das m = (p + q)-dimensionale Produktintervall I := I, x I,.

Es sei f: I — R beschrinkt und R-integrierbar tiber I, und fir alle z € I, sei f(-, 2)

R-integrierbar iber I,.

Dann ist die Funktion g : I, — R, g(z) := [ f(y,2)dy, Vz € I,, R-integrierbar diber I,
Iy

und es gilt
/f(x)dx = /g(z)dz - /(/ F(y, 2)dy)dz.

Beweis:
Es sei € > 0 beliebig und Z € Z(I) so gewahlt, dafl

S(Z,f)—s(Z; f) <e.

Nach Definition hat Z die Gestalt Z = Z, x Z., wobei Z, € Z(l,) und Z. € Z(L.).
Es seien nun I;, j = 1,..., M, die p-dimensionalen Teilintervalle von Z, und I;, i =
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1,..., M, die g-dimensionalen Teilintervalle von Z..
Dann gilt fiir die Darboux’sche Untersumme s(Z; f):

s(Z; ) = D> inf fly,2)ull; x )

E— (y,2)€l;xI;

M M i
= 200, nf S )

Daraus folgt insgesamt:
0<5(Z:9) —s(Z:9) <S(Z; f) —s(Z; f) <e
d.h. g ist R-integrierbar iiber I, und es gilt
f(z)dz = sup s(Z;f) < /g(z)dz < zh}zf([) S(Z,f) = /f(x)d:c
€
I

zeZ(I)

z

Folgerung 7.24
Gilt zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 7.23 auch, daf fir jedes y € I, die
Funktion f(y,-) R-integrierbar diber I, ist, so gilt:

/f drc—//fy, dzdy—//fy, )dy)d

I, I L. I

(Vertauschung der Integrationsreihenfolge).

Beweis:
Ein Teil folgt direkt aus Satz 7.23, der andere Teil analog zu dessen Beweis durch
anderes Aufspalten der Untersumme (Doppelsumme). U

Beispiel 7.25

Aus der R-Integrierbarkeit von f iber I = I, x I, folgt i.a. nicht, daf f(-,z) R-
integrierbar ist dber I,, VZ € 1,!

m:=2,1:=10,1 x[0,1], f: I =R,



~ f(3,) :[0,1] — R st nicht R-integrierbar dber [0, 1] (7.6!)
aber die Menge aller Unstetigkeitsstellen von f in I ist gerade
{(3,2) : 2 € [0,1]} und damit nach Bsp. 7.10 Nullmenge.
Folglich ist f R-integrierbar iber I nach Satz 7.11!

Folgerung 7.26
Es sei I :== X [a;, b;] ein m-dimensionales kompaktes Intervall und es gelte f € C(I).
Dann gilt:
by by
/f iz = [(] - /f T, e T ) A1+ )y,
a1 as

wobei alle auftretenden R-Integrale existieren und die Integrationsreihenfolge beliebig
vertauscht werden darf.

Beweis:
folgt durch wiederholte Anwendung von 7.23 bzw. 7.24 und wegen f € C(I):
Zunichst mit: [ = [a1,b1], I, = xXPo[ai, b,y = y1,2 = (T2, ..., Tpm)

~ r)dxr = x1, z)dz)dzy und danach sukzessive fortgesetzt.
[ f(x) f [ f (s, g
I

a1 I,

Satz 7.23 bzw. Folgerung 7.24 sind anwendbar, da wegen der Stetigkeit von f alle R-
Integrierbarkeitsvoraussetzungen nach 7.7 bzw. 7.11 erfiillt sind. Die Vertauschung der
Integrationsreihenfolge ist moglich nach 7.24 bzw. 7.23. U

Satz 7.27 (allgemeiner Satz von Fubini)

Es sei B C R™ Jordan-mefbar und f : B — R sei beschrankt und R-integrierbar. Fiir
fizierte p,q € IN mit p+ q = m setzen wir P(B) :={y € R : 3z € R? mit (y, z) € B}
( “Projektion von B auf RP”) und B, := {z € R? : (y,2) € B}, Yy € P(B). Fir alle
y € P(B) sei ferner das R- ]mfegml

f fly, =z definiert.
Dann existiert das R Integral [ g(y)dy und es gilt
P(B)
/ x)dxr = / / f(y,z)dz)d

B

Beweis:
Da Bi beschrankt ist, existieren kompakte Intervalle I C R? und I C R?so dafl B C
I x I. Dann gilt:

P(BYCI und B,CI, VYye P(B).
Nach Voraussetzung und nach Def. 7.17 folgt dann:

[t@ie = [ sa@ar= [ sato.2)d.2)

IxI Ix]

o(y) = / f(y, 2)dz = / faly.2)dz, Yy € P(B).
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Das letzte Gleichheitszeichen ergibt sich dabei daraus, daB fiir bel. y € P(B) und alle
z € 1 gilt

ns) = {1470 er

— f(yvz) 726?31
0 ,z€I\B,

Da nach Vor. f5 R-integrierbar iiber IxIund fg(y,-) fiir jedes y € P(B) R-integrierbar
iiber [ ist, folgt aus Folg. 7.24, daf auch gp(p) R-integrierbar {iber I ist und dafl gilt

[ fale)dz = [ / oty = [y = [ gy O

P(B)

Folgerung 7.28 (Satz von Cavalieri)
Es sei B C R™ Jordan-mef$bar und fir alle y € P(B) sei auch B, Jordan-meflbar.
Dann gilt:

(Dabei seien P(B) C RP, B, CR?, p+ q =m wie in 7.27 definiert.)

Beweis:
Die Aussage resultiert sofort aus Satz 7.27 mit f := yxp, denn es gilt

u(B) = [xala)ds = [an= [ ([xatvaay= [ u(B)iy
T B P(B) By P

(B)

(xp ist R-integrierbar iiber B, da bd B, und damit die Menge aller Unstetigkeitsstellen
von x g eine Nullmenge ist (7.19). Ferner ist Vy € P(B) x5(y; -) R-integrierbar tiber B,,
da bd B (und damit die Menge aller Unstetigkeitsstellen von xg(y;-)) eine Nullmenge
ist. Damit sind alle Voraussetzungen von 7.27 erfiillt. 0

Im folgenden soll nun eine Klasse von Mengen diskutiert werden, die einerseits hinrei-
chend allgemein ist und auf die andererseits Satz 7.27 und Folgerung 7.28 angewendet
werden koénnen (u.a. zur Berechnung von Jordan-Inhalten).

Definition 7.29
FEine nichtleere Menge B C R™ heifit Zylindermenge (oder: Normalbereich), falls Zah-
len a,b € R und Funktionen ¢;, v¥; € C(R™7), j=1,...,m — 1, existieren, so dafs

B={(z1,...,2m) € R™a <, < b, pj(xj41,. .., Tm) <x; <;(Tj41,...,2m),1 <j<m}.

Beispiel:
m=2, B={(x1,22) :a <xy <b, p1(x2) <1 <y(x2)}
Fiir den Rand bd B der Menge B gilt:
bd B = {(z1,a) : 21 € [p1(a), ¥1(a)]} U{(z1,) : 21 € [p1(b), vn ()]}
U{(z1,x2) : 1 = ¢1(x2), 22 € [a,b]} U {(x1,22) : 1 = ¢1(x2), 22 € [a,b]}
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Satz 7.30
Jede Zylindermenge B C R™ st kompakt und Jordan-mefsbar.

Beweis:

Wegen der Stetigkeit der Funktionen ¢;, v;, j = 1,...,m —1, in der Def. der Zylinder-
menge B ist diese abgeschlossenen und wegen z,, € [a, b] auch beschriankt. In der Tat
ist B in folgendem kompakten Intervall I enthalten:

1= (<5 (i) x [a. ]
wobei Py = inf O 1(Tm), Ume1 = sup Ypm_i(Tm,) usw.
wm€la,b] emelal]
o1 = 1inf{pi(za, ..., Tm) : Ty € [a,b], z; € [@i, 0], 1 =2,...,m —1
und ¢; analog definiert.
Also ist B kompakt. Auf den Nachweis der Jordan-Mefibarkeit verzichten wir. O

Folgerung 7.31
Es sei B CR™ eine Zylindermenge und f : B +— R sei stetig. Dann gilt:

b wm—l(mm 1,[)1 (1'2 ----- xm)

/f / /)((w / f(xl,...,:cm)dx1>-~->dxm,1>dxm.

Om—1(Tm) 1(z2,.,Tm)

Beweis:

Wir withlen I := X, [a;, b;] derart, daB a,, == a, by, == b und ayn_j < Gy Uy <
bm—j, j=1,...,m —1 (vgl. Beweis von 7.30).

Dann gilt B C I. Da B nach Lemma 7.30 Jordan-mebar ist, und folglich fg R-
integrierbar iiber B, folgt nach Definition des R-Integrals und nach Satz 7.23 bzw.
Folg. 7.24 sukzessive:

mbml

/f )z /fB )z // /fB:cl,...,xm)d:cl)~-~>d:cm1>d:c.

am  Gm-—1

Ebenso sukzessive gilt aber nach Definition von B bzw. fg:

Y1(x2,...sTm)
/fB L1,y T )dTy = / fe(xr, ... xm)day,
Y1 (z2,...,Tm)
bo b1 wQ() ¢1()
/(/fB(xl, ey Ty )dxy)dxe = / ( / fe(x1,. .., xp)de))drs usw.
az a1 p2(..) w1(...)
wobei man fiir die Gleichheit mit dem Mittelwertsatz argumentiert. U
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Beispiel 7.32 (Volumen der Euklidischen Einheitskugel im R™, Teil 1)
Wir betrachten Euklidische Kugeln B,, (0, 1) um den Nullpunkt mit Radius r und speziell
die Euklidische Finheitskugel B, = B,,(0,1) im R™, d.h.,

By={zeR":|z], <1} ={r eR™: ) a? <1},
i=1
B, ist eine Zylindermenge, denn sie kann wie folgt dargestellt werden:

Also ist B,, Jordan-mefbar und die Anwendung von Folgerung 7.28 mdglich. Dazu
setzen wirp =1 und ¢ =m — 1. Es qilt
1

1(By) =:lKJMGZGH@nliﬁh@GEBdeyZU/ u({z € R 2 4 123 < 1))dy

-1

— /lu(Bm_l(O, 1—12))dy = M(Bm—1)/ (1—y2) % dy.

1
Hierbei wurde die Formel u(By(0,7)) = r*u(By) verwendet. Diese ist eine Konsequenz
aus einer allgemeinen Substitutionsregel fiir R-Integrale (vgl. Kap. 205 in Heuser 2).
Firm =1 gilt By = [—1,1] und pu(By) = 2, und fir m = 2 nach obiger Formel
u(Bs) = 2 f_ll(l — yQ)%dy. Auf die Berechnung des letzteren Integrals kommen wir in
Kapitel 7.2 und speziell in Beispiel 7.42 zuriick.

7.2 Stammfunktion und Riemann-Integral

Wir wenden uns nun der eingangs von Kapitel 7 angekiindigten Fragestellung der
“Umkehrung” der Differentiation zu.

Definition 7.33
Es sei I C R emn Intervall und f, F : I — R.
F heifit Stammfunktion von f (oder: unbestimmtes Integral) von f, falls F' stetig und

auf} differenzierbar ist mit F' = f auf}.
Bezeichnung: F = [ f(z)dx.

Bemerkung 7.34

Ser I C R ein Intervall, f, F: I — R und F sei Stammfunktion von f.
Beh.: Fy: I — R ist Stammfunktion von f gdw. 3C € R
( “Integrationskonstante”) mit Fo(z) = F(z) + C, Vx € I,

Bew.: (<) Fy ist dann stetig und auf} differenzierbar mit Fy = F' = f

(—) F — Fy, ist stetig auf I und differenzierbar auf; mit
(F—F) =f~f=0auf].
Deshalb gilt fiir fiziertes xo € I und beliebiges x € I nach
Satz 6.10 (Mittelwertsatz): 3% €|xg, x| mit
(F = Fo)(x) = (F = Fo)(x0) = (F — Fo)'(2)(x — o) = 0.
~ Wir definieren C := —(F — Fy)(xo) und erhalten
(F—F)(z)=-C,Yzel. O
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Stammfunktionen von f sind also bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmdt.
Sie sind demnach eindeutig, wenn man einen Funktionswert festlegt (z.B. F(x¢) = 0
fir fiziertes xo € I). Direkt aus der Definition folgt auch die Regel:

Sind F,G : I — R Stammfunktionen von f,qg: 1 — R, so ist o' + G Stammfunktion
von af + Bg, Va, 8 € R.

Wir besitzen zundchst keine Methode zur Konstruktion von Stammfunktionen, kdonnen
aber natiirlich in Beispielen durch Differentiation verifizieren.

Beispiel 7.35

(Alle folgenden Beispiele lassen sich durch Differentiation verifizieren; die jeweiligen
Giiltigkeitsintervalle T werden angegeben. )

a)F:fl‘kd:L‘WF(I): Veel: =R (Vke INy)

(vgl. Bsp. 6.7 a));

b) F = [exp(z)dx ~ F(x) =exp(z), Ve € =R  (Bsp. 6.7b));

k:+1 ’

F = [cosz dx F(r) =sinz Bsp. 6.7 b)
F = [sinz dx F(z)=—cosz Vrel=R

c) F = [coshz dx ~~ F(m) = sinh z
F = [sinhzdx ~» F(z)=—coshx

(Die beiden letzten Stammfunktionen ergeben sich sofort aus der Definition von sinh
und cosh in 3.51 und aus b))

Wir wenden uns nun der Konstruktion von Stammfunktionen mit Hilfe des Riemann-
Integrals zu. Es sei dazu f : I — R beschrankt und R-integrierbar, I C R sei ein
Intervall und zy € I. Dann definieren wir

FR I—>R FR /f t, Vo el.
To T
(Dabei setzen wir f f(t)dt := 0 und f f)ydt .= — f f(t)dt, falls x < zg.)

Klar ist, daf§ all dlese Integrale korrekt definiert Slnd (vgl. Satz 7.11).

Satz 7.36
Es sei f: I — R beschrinkt und R-integrierbar, und Fr sei wie oben definiert.

Dann ist Fgr : I — R Lipschitzstetig und auf der Menge D = {x E}: f ist stetig in x}
differenzierbar mit F(x) = f(z), Vo € D.

Beweis:

z y
Es seien z,y € [ mit 0.B.d.A. & <y ~ |Fg(z) — Fr(y)| = | [ Ft)dt + [ f(t)dt].

1. Fall: o <y :|Fr(z) — Fr(y)| = \/f(t)dt — /f(t)dt—i— /f(t)dt]
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2. Fall o <5, <y [Fao) — Faly)l = | = [ f0at— [ rieyan

3.Fall <, |Fa(e) — Faly)| = | - / F(t)dt — (- / £(t)dt)|

= \7f(t)dt—/yf(t)dt—7f(t)dt\

D.h. es gilt in allen Fallen

)~ Fal) = | [ s < [ 15l (Sats 713 0
< fo—alsupl7(0) (Lemma 7.4).

Also ist Fr Lipschitzstetig (auf I).
Es sei nun 2 € D und h # 0 (0.B.d.A. h > 0) derart, daf§  + h € I. Dann gilt

z+h

‘;(FRCL""h) Fi(r)) — \—’—/f i = (@) =
x+h
:_‘/ dt’< sup ‘f(t)_f(xﬂhjoo
t€[z,x+h]

wegen der Stetigkeit von f in x. Fiir h < 0 lduft der Beweis analog. D.h. Fpg ist
differenzierbar in = mit der Ableitung Fj(x) = f(z). O

Satz 7.37 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist f:]a,b] — R und F : [a,b] — R eine Stammfunktion von [ auf [a,b], so gilt:

b
/f(x)dx = F(b) — F(a).
Beweis:

Nach Satz 7.36 und Bemerkung 7. 35 existiert eine Konstante C' € R mit
F(x) = Fg(z) + C, wobei Fg(x ff )dt, Vx € [a, b].

~ F(b) — F(a) = Fr(b) — Fr(a) = [ f(x)dz. O

Bemerkung 7.38
FEine andere Schreibweise fiir die Aussage des Hauptsatzes 7.37 ist:

/b fla)ds = F@)t = [ fadals
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Dies rechitfertigt also die in Definition 7.34 eingefiihrte Bezeichnung fir die Stamm-
funktion. Eine alternative Formulierung von 739 ist die folgende: Ist f : [a,b] — R

stetig und auf |a, b stetig differenzierbar, so gilt ff Ydx = f(b) — f(a).

Satz 7.39
Es sei f :[a,b] — R stetig.

a) FEsseig: [a,b] — R stetig und auf |a,b| differenzierbar, F' eine Stammfunktion von
f und Fgq' besitze eine Stammfunktion.
Dann gilt die folgende Regel der partiellen Integration:

/ f(x)g(x)dz = F(b)g(b) — F(a)g(a) - / F(z)g'(x)dz

b) Sei g :[c,d] — [a,b] stetig und auf |c,d[ differenzierbar; ferner gelte g(]c,d]) =a, b|
und g(c) = a, g(d) =b.
b

Dann gilt: [ f(z)dx = ff '(t)dt (Substitutionsregel)

Beweis:

a) Wir betrachten die Funktion h := Fg — [ F(z)¢'(x)dz. Nach Definition und nach
Voraussetzung ist h auf [a, b] stetig und auf |a, b differenzierbar.
Es gilt: M = (Fg) — Fg' = F'g = fg auf |a, b|.
Also ist h eine Stammfunktion von fg und es gilt nach Satz 7.39:

o

h'(z)dx = h(b) — h(a) und damit

/ f(@)g(x)de = F(b)g(b) — Fla)g(a) - / F(z)g'(x)dz[,

b

— F(b)g(b) - Fla)gla) / F(2)g (2)da

a

b) Es sei F : [a,b] — R eine Stammfunktion von f und wir betrachten die Funktion
Fog:le,d — R. Diese ist als Zusammensetzung stetiger Funktionen stetig und
nach Kettenregel (Satz 6.36) auf |c, d| differenzierbar mit

(Fog)(t) = Fl(g(t)g'(t), Vit €le,d],
= (fog)t)g'(t), Vt €lc,d].
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also ist F' o g eine Stammfunktion von (f o g)¢’ und es folgt aus Satz 7.39:

/f(g(t))g'(t)dtz (Fog)(d)=(Fog)(c) = F(b)—F(a) = /f(l“)dﬂi 0

Die Regeln in Satz 7.39 konnen hilfreich zur Berechnung komplizierterer Integrale ein-
gesetzt werden.

Beispiel 7.40

27 2 2
(a) [coszsinz dr = (sinz)?|3™ — [sinzcosx dr ~» [coszsine dr =0
0 0 0

(8) [ expla)atde = exp(e)et—k [ exp(e)a1de = 35(~1) [] iexp(a)rtifs

=0 i=k—j+1
1 T T
(c) [(1—a2)"s dz = — [(sin®t)"s (—sint)dt = [(sint)™dt
1 0 0

(nach Substitution x = cost).

(d) Sei g : [a,b] —]0,400| stetig und auf |a,b| stetig differenzierbar. Dann folgt mit
der Funktion f(z) =z, x>0, aus 7.41 b):

b g(b)

TLCI R o
/g(m—jmmmuW—/#@M—lmnw

t)
a g(a)

Beispiel 7.41 (Volumen der Euklidischen Einheitskugel im R™, Teil 2)
Der Jordan-Inhalt der Euklidischen Einheitskugel B,, := {x € R™ : ||z||s < 1} gilt

wobei T' 3]0, +o0[— R die sog. Gamma-Funktion ist, die die folgenden Eigenschaften
besitzt: (1) =1, T'(z + 1) = 2T'(z), YV > 0, T'(3) = /7.

(Insbesondere gilt: p(By) = 2, u(Bs) = m, u(Bs) = 37).

Beweis:

Nach Beispiel 7.32 und Beispiel 7.40 c¢) gilt die Rekursionsformel

(Bw) = Bp) [(si0)"dt = (B WA s

Dabei ist die letzte Identitit in Heuser, Bd. 1, Kap. 94 bzw. Bd. 2, Kap. 150 bewiesen.
Wir beweisen nun die Aussage mit Induktion tber m.:

Vi _ R
A )
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Die Aussage sei nun fiir m — 1 richtig und wir betrachten

I("™) _ mo1 r(™H) T
g+ ") I e ) T ()

((Bm) = /T

Damit ist die Aussage vollstindig bewiesen.
Die Spezialfille m = 2 bzw. m = 3 ergeben sich wie folgt:

m=2: pB)====m

3
T2 4
m=3: (B3 = = = =7 O
F(1+3) 3r+3)  35TG) 3
Aus der eben bewiesenen Formel fiir den Jordan-Inhalt der Fuklidischen FEinheitskugel
im R™ ergibt sich das folgende “Inhaltsparadoxon”:
#(Bm), — 0

m— oo

d.h. der Jordan-Inhalt der Einheitskugel ist eine Nullfolge mit wachsender Dimension

(fiir kleine m wdchst er jedoch zundichst!).

Man sieht dies schnell ein fiir gerades m € IN, d.h. m = 2p bzw. p =
P P

- pBy) =

—— — 0O
I'(1+p) Pl

da dies ja genau die Glieder der (konvergenten) Ezponentialreihe von exp(rm) sind.

7.3 'Trigonometrische Fourierreihen

Wir betrachten die Menge X = C([0,1]) aller stetigen reellwertigen Funktionen auf
dem Intervall [0, 1]. Mit den tiblichen Operationen (vgl. Beispiel 4.4) wird X zu einem
linearen Raum iiber dem Korper R. Wir definieren nun ein Skalarprodukt in X durch

1
(@) = [ et (v, € X),
0
Die Eigenschaften eines Skalarproduktes (vgl. Definition 4.25)

{ax +02,y) = alr,y) + 0Ty (Vo,feR z 7y cX),
(.y) = (y,x) (Vo,y € X),
(r,z) > 0 Vre X,z #0,
sind erfiillt. Hierbei folgt die dritte Eigenschaft aus den Satzen 7.13b) und 7.16. Damit
wird (X, (-,-)) zu einem unitéiren Raum, in dem durch ||z| = (z,z)2 (V& € X) eine
Norm definiert ist.
Wir betrachten die folgende Familie (ex)remn, von Funktionen in X:

eo(t) =1, eqp_1(t) == V2cos(2kmt), eqp(t) ;== V2sin(2knt), Yk € IN,t € [0,1].

Lemma 7.42 Die Familie (ey)ken, von Funktionen in X ist ein Orthonormalsystem
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Beweis: Zu zeigen ist (e, €,,) = 0 fiir alle k,m € INg, k # m, und ||ex||* = 1 fiir jedes
k € INy.
Wir werden nur in einigen der Fille ausfiihrlich argumentieren. Es gilt fiir alle k£ € IN:

1
leol? = /Odtzl,

1 5 ) 5
(eo, ean) = V2 [ sin(2knt)dt = —L cos(2k7rt)‘ = —i(l —1)=0,
0 2km 0 2km

! in(4knt) — 4kmt |1 1
2 — 2/" okmt))dt — 25 _ 91y =1
Jea [ Gsin(2ker) e

! in(2kmt))?
(€ok—1,€2K) = 2/ cos(2knt) sin(2kwt)dt = QM\Bigé =0.
0 4kt

Bei den letzten beiden Integralen (die natiirlich mit Hilfe der Regel der partiellen Inte-
gration (Satz 7.39) berechnet werden konnen, vgl. Beispiel 7.40) wurden die Tafel der
Grundintegrale in Heuser, Analysis I, Kap. 76, verwendet. Die restlichen Orthonorma-
litats-Beziehungen beweist man analog. 0

Entsprechend Definition 4.34 in Kap. 4.1 kann man also die Fourierreihe
Z(% erer = (x, €o) + Z(@?, €ak—1)€25-1 + (T, €ar,) €2t
k=0 k=1

von x € X betrachten. Diese spezielle Fourierreihe heifit auch trigonometrische Fourierreihe
und die Koeffizienten (x,ey) trigonometrische Fourierkoeffizienten. Wann und in wel-
chem Sinn konvergiert diese Fourierreihe gegen x 7

Satz 7.43 Fir jedes x € X = C([0,1]) konvergiert die trigonometrische Fourierreihe
von x gegen x im Sinne der obigen Norm || - || in X, d.h.

1

lim (az — ((x, eo) + i((:c, ear_1) cos(2kmt) + (x, eap) sin(2k’7rt))>>2dt =0

n—0o0 0

( “Konvergenz im quadratischen Mittel”).

Beweisidee: Das Orthonormalsystem (ey)repv, ist vollstédndig, da der kleinste abge-
schlossene Unterraum U von X, der das Orthonormalsystem enthélt, gerade U = X
ist. Deshalb folgt die Aussage aus Satz 4.35. O

Aus der Konvergenz einer Folge von Funktionen im quadratischen Mittel folgt jedoch
nicht die punktweise Konvergenz der Folge (in X), wie das folgende Beispiel zeigt.
Beispiel: Wir betrachten die folgende Folge (z,,) von Funktionen in X:

[ nt te]o,]
%@W—{ 1, tell ).

Fiir die Funktion z(t) := 1, V¢ € [0, 1] gilt nun

—

3=

2 — a2 :/0 (2 (t) — 2(8))2dt = /0"(me— 1)2dt = 3in<nt— e = L

0 3n
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Also konvergiert (z,) in X gegen x, aber (z,(0)) konvergiert gegen 0.

Die folgende Aussage klart nun, fiir welche Funktionen x die trigonometrische Fourier-
reihe von z auch punktweise konvergiert, und was in moglichen Unstetigkeitsstellen
von x passiert.

Satz 7.44 Ist v € X periodisch (d.h. 2(0) = (1)) und Lipschitzstetig, so konvergiert
die trigonometrische Fourierreihe fir jedes t € [0, 1] punktweise gegen x(t).

Ist x eine periodische, stiickweise Lipschitzstetige reellwertige Funktion auf [0,1] (mit
endlich vielen Unstetigkeitspunkten), so konvergiert die trigonometrische Fourierreihe
fiir jedes t € [0,1] punktweise gegen (x(t+) + z(t—)), wobei x(t+) := lim, . (7)
und x(t—) :=lim,_,_ x(7) die rechts- bzw. linksseitigen Grenzwerte von x int sind.

(vgl. Heuser, Analysis II, Kapitel 136)

7.4 Uneigentliche Integrale

Bei der Definition des Riemann-Integrals in Kapitel 7.1 spielten zwei Beschrénktheits-
voraussetzungen eine ganz wesentliche Rolle: der Integrationsbereich und der Integrand
muflten beschriankt sein. Fiir eine ganze Reihe von Anwendungen reicht das jedoch nicht
aus. Im folgenden soll deshalb eine Erweiterung der Integralrechnung (im eindimensio-
nalen Fall) vorgenommen werden, die auch (gewisse) unbeschriankte Integranden und
Bereiche zulafit. Es liegt nahe, diese Erweiterung mittels Grenziibergéngen (von Folgen
nach Kapitel 7.1 definierter Integrale) vorzunehmen. Entscheidender Begriff ist dabei
das sog. uneigentliche Integral.

Definition 7.45
Es seien a € R, b €la, +oo] und f : [a,b]— R.

Fiir alle x € [a,b] existiere das Integral [ f(t)dt, nicht jedoch fiir x = b.

b
Dann heifst [ f(t)dt (beib) uneigentliches Integral.

b T
Das (bei b) uneigentliche Integral [ f(t)dt heifit konvergent, wenn linél [ f@t)dt exi-
stiert; ansonsten heifst es divergent.a ’
b z
Im ersten Fall heift [ f(t)dt := linl[)l [ f(t)dt Wert des uneigentlichen Integrals.

Analog definiert man fir b € R, a € [—00,b], f :]a,b] — R ein (bei a) uneigentliches
Integral und

r—a+

b b
/f(t)dt: lim /f(t)dt, falls der Grenzwert existiert.

c b
Sind a,b € [—00,+00], a < ¢ <bund [ f(t)dt bzw. [ f(t)dt bei a bzw. bei b uneigent-

b
liche Integrale, so heift [ f(t)dt beidseitig uneigentliches Integral.
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Falls die folgenden Grenzwerte existieren, heifit es konvergent und sein Wert ist

r—a+

z<c z>c

/bf(t)dt = lim /cf(t)dmg}ij?_/xf(t)dt

Beispiel 7.46

+oo
a) Das (bei +00) uneigentliche Integral [ t=*dt (mit o > 1) ist konvergent (mit Wert
1

L), falls a > 1.

Beweis:
x =z 1 l-a
Ve > 1 gllt /t_adt = 1—all ™ lfa('r 1) y & 7& 1
Int| =Inzx L=
1
~ 1in [t dt = 5 falls o > 1. ]
xr— “)1

1
b) Das (bei 0) uneigentliche Integral [t“dt (fir o > 0) ist konvergent (mit Wert
0

=) falls a < 1.

Beweis:
1 L(1 -z Ja#1
—a _ 11— 5
folgt analog zu a) wegen mft dt = { Tha a1
w3 lim [ltodt = 1 gdw. a €]0,1[. O

z—0+

c) Das beidseitig uneigentliche Integral [ sint dt ist nicht konvergent.

—00

Mit Hilfe uneigentlicher Integrale wird die sog. Gamma-Funktion definiert, die bereits
in Beispiel 7.41 verwendet wurde.

Satz 7.47 .
Das uneigentliche Integral T'(x) := [ "' exp(—t)dt ist Va > 0 konvergent.
0

Fiir die so definierte Gamma-Funktion T' :)0,+oco[— R gilt die Funktionalgleichung
D(z+1) =al(z), Vo > 0, sowie (1) =1 und '(3) = [ exp(—t?)dt.

—00

(vgl. Heuser, Analysis II, Kapitel 150)
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen

8.1 Aufgabenstellung und Beispiele

Differentialgleichung (DGL): Gleichung fiir eine gesuchte Funktion, wobei in der Glei-

chung die Funktion und einige ihrer Ableitungen auftreten.
Man unterscheidet gewohnliche DGLen (die gesuchte Funktion héngt von einer reellen

Variablen ab) und partielle DGLen (die gesuchte Funktion hingt von mehreren reellen
Variablen ab, und es treten partielle Ableitungen in der Gleichung auf).

Allgemeine Form einer gewohnlichen DGL:

Fa® (), 2% D), ..., 2 (1), 2(t),t) =0, Vtel, (+)

wobei F': R™ x R™ x ... x R”™ x R™ xI — R™ und I C R ein Intervall ist.
k1

Gesucht:
Eine Funktion x : I — R™, die k-mal differenzierbar auf I ist und (x) erfiillt.

Bemerkung 8.1

Die Gleichung (x) kann stets in eine DGL dquivalent umgeformt werden, die nur Ab-

leitungen erster Ordnung enthdlt.

Idee: Man fiihrt neue Variable durch x;(t) == 2=V(t), i = 1,...,k, t € I, ein
und betrachtet zusdtzlich die folgenden Gleichungen:

rh(t) =z (t),i=1,.... k=1, vVt € I.

2

~ o F(a(t), o (t), mr—1(t), ..., 21(t),t) = 0  entsteht aus (x)
T (t) —x(t) = 0 (+)

i (t) —x2(t) = 0, Viel.

Dies ist eine DGL fiir die Funktion (x1(-), ..., 2z1(-)) : I — R™. Die Aquivalenz von (%)
und (+) bedeutet dann folgendes: Fiir jede Losung x von (%) ist (z(-), 2'(), ..., 2* =D (.))
Lésung von (+), und fiir jede Losung (x1(-), ..., xx(+)) von (+) ist (-) := x1(-) Ldsung
von (). Allerdings erhoht sich beim Ubergang von (%) zu (+) die Dimension des Wer-
tebereichs der gesuchten Funktion von m auf mk.

~ Standardform fiir gewohnliche DGLen:

F('(t),z(t),t) =0, Vtel (2.0)

Definition 8.2
(2.0) heifst DGL (bzw. DGL-System, falls m,n > 1) 1. Ordnung.
(2.0) heif$t explizit, wenn man (2.0) in der Form

2(t) = f(x(t),t), Vtel,

schreiben kann, wobei f : R™ x I — R™. In allen anderen Fdillen heifit (2.0) implizit.
(2.0) heifst linear, wenn F(y,x,t) = A(t)y + B(t)xr + c(t), Yo,y € R™ | Vt € I, wobei
A(t), B(t) € R™™ und c(t) € R™, Vt € I, anderenfalls nichtlinear.
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Wir befassen uns in diesem Kapitel mit expliziten gewohnlichen DGLen 1. Ordnung,
d.h. mit Gleichungen der Form

2'(t) = f(x(t),t), Vtel, (2.1)
wobei f:R™ x [ — R™.
Definition 8.3
Fine Funktion x : I — R™ heifft Lisung von (2.1), falls x differenzierbar auf I ist

(d.h. einseitige Ableitungen in eventuellen Randpunkten sollen auch existieren), und

die Gleichung (2.1) erfiillt.

Bemerkung 8.4

Mit Definition 8.3 kann keine Eindeutigkeit einer Losung von (2.1) erwartet werden (.
B. f =0, d.h. unendlich viele Losungen!). Deshalb bendtigt man weitere Bedingungen
an x, um eine eindeutige Losung zu erhalten. Diese Bedingungen ergeben sich meist
bei der Modellierung realer Prozesse "kanonisch”, z. B.

o Anfangsbedingung: x(ty) = xo,to € 1,29 € R™ (“Anfangswert”).

e Randbedingung (auf I := [a,b]): r(x(a),z(b)) =0, wobei r : R™ x R™ — R™;
Bsp.: z(a) = x(b) (“periodische Losung”).

Beispiel 8.5 (Populationsdynamik, vgl. Kap. 0, M. Braun, Springer 1991, Kap. 1.5)
Es beschreibe p : [0,+o0o[— R den zeitlichen Verlauf der Population einer gewissen
biologischen Art. Die Funktion p gentigt der DGL:

P(t) = ap(t) — bp(t)?, Wt € I = [0,+oc],

wobei p'(t) die Populationsgeschwindigkeit ist und die Gleichung bedeutet, daf$ p'(t)
proportional zur Population verringert durch den Konflikt-/Konkurrenzterm gp(t)2 ist.
Die Proportionalititskonstante ist gerade a, wobei in der Regel a > b > 0 gilt.

Spdter wird gezeigt, daf$ diese Gleichung der Populationsdynamik genau eine Ldsung
bei gegebenem Anfangswert besitzt. Dazu wird aber ein theoretischer Vorlauf bendtigt.

Lésung zu Anfangswert p(to):

p(t) = p ap(to) Vte Ity el fest.

p(to) + (a = bp(to)) exp(—a(t — to))’
Man rechnet leicht nach, daff p(-) Lésung ist.
Aus der Losungsgestalt folgt: tlim p(t) = ¢ (Limes existiert).

Weiterhin ist p(-) monoton wachsend, da p'(t) > 0, Vt € 1. Insbesondere gilt deshalb
p(0) < p(t) < ¢, Vt € I. Dariberhinaus gilt

p'(t) = ap'(t) = 2bp(t)p'(t) = (a — 2bp(t))p'(t)
= (a—2bp(t))p(t)(a — bp(t))

~ p'(t) = 0 gdw. p(t) = 5.
Fiir die menschliche Population ist a = 0.029, b = 2.941 - 1072 und 7 =9.86- 10°.
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8.2 Anfangswertaufgaben fiir lineare DGL-Systeme

Wir betrachten die Anfangswertaufgabe fiir eine lineare DGL
2'(t) = A(t)x(t) + b(t), Vt € I = [to, T], z(to) = o, (2.2)

wobei A: [ - R™™ b: ] — R™ x5 € R™.

Die Ergebnisse von Kapitel 8.3 werden insbesondere implizieren, dafl lineare DGL-
Systeme der Form (2.2) eine eindeutig bestimmte Losung besitzen.

Ziel: Berechnung der eindeutig bestimmten Losung von (2.2).

Wir betrachten dazu zunéchst die sog. “homogene” DGL

' (t) = A(t)x(t), Vt € [to,to+ T1, (2.3)
wobei die Matrixfunktion A : I — R™*™ als stetig vorausgesetzt wird.

Lemma 8.6

Es sei A I — R™™ stetig.

Die Menge L := {x : I — R™ : x ist differenzierbar und Ldsung von (2.3)} ist ein
linearer Raum. Aufer der Nullfunktion r = © wverschwindet kein Element von L in
einem Punkt von I.

Beweis:
Es seien z, & Losungen von (2.3). Dann gilt fiir beliebige o, 3 € R :

(ax + 1) = ax’ + p1' = aA()x + BA()T = A(-)(az + (T)

Also ist £ ein linearer Raum.

Annahme: 37 € £, 7 #0, 3t € I : i(t) = 0.

Nach Folgerung 8.19 hat die Aufgabe z'(t) = A(t)x(t), Vt € I, x(t) = 0, genau eine
Losung (obwohl # i.a. nicht linker Randpunkt von [ ist, liefern die allgemeinen Resultate
die Existenz und Eindeutigkeit). Offenbar ist aber auch die Nullfunktion 2 = © eine
Losung, und folglich miiite z = © gelten. ~~ Widerspruch. O

Definition 8.7

Es sei A: I — R™ stetig und L sei wie in 8.20 definiert.

Ein System @1, ..., 0m € L heifit Fundamentalsystem von (2.3), falls fir alle t € I,
©1(t), ..., om(t) € R™ linear unabhingig sind.

Lemma 8.8
Es sei A: I — R™ stetig. Dann gelten die folgenden Aussagen:

a) Es existiert ein Fundamentalsystem oy, ..., ©n von (2.3) mit

goj(to):ej:(O,...,O,l,O,...,O), \V/jzl,,m

158



b) Wir definieren fiir jedes t € I eine Matriz Q(t) € R™*™ durch
Q(t)y = Z:lyj(pj(t% Vy = (yl, cee 7ym) € R™,

]:
wobei p1, ..., pm das Fundamentalsystem aus a) ist.

Die Matrizfunktion Q(-) hat folgende FEigenschaften:

(1) Qlto)y =y, VyeR™;
(ii) Q(t) € R™™ ist regulir ¥t € I;
(#13) fiir alle xg € R™ ist Q(-)xo Lisung von (2.3) mit Anfangswert .

Beweis:

a) Nach Folgerung 8.19 existieren fiir alle j = 1,..., m eindeutig bestimmte Losun-
gen ¢; der Aufgabe

' (t) = A(t)z(t),Vt € I, z(tg) = e;.

Zu zeigen: @1, ..., o, € L ist ein Fundamentalsystem.

Annahme: 3t € I, so daB (%), ..., pn(t) linear abhiingig sind.

~sJe=(c1,. .. 6m) 0 ) cipi(t) = 0.
i=1
Wir betrachten #(t) := > c;ps(t), V(t) € [. ~ ¥ € L, 7(f) =0~ T = O.
i=1

~ T(tg) = 0~ > ¢e; = 0 ~» Widerspruch!

=1

b) Die p1(t), 2(t), ..., @m(t) sind nach Definition der Matrix Q)(t) gerade ihre Spal-
ten. Deshalb gilt:

(i) Q(to)y = ;yjej =y, Yy € R™;

ji
(ii) Die Spalten ¢1(t), ..., @n(t) sind fiir jedes ¢ € I linear unabhéngig.
~ Q(t) ist regulér fiir alle ¢ € I;

(iii) Sei zp € R™. Dann folgt fiir z(-) = Q(-)zo = ixojcpj(-) aus (iii), daB
j=1
z(-) € L und z(ty) = Q(to)xo = zo. O

Satz 8.9
Es seien A : I — R™ und b : I — R™ stetig, xo € R™ und Q(t),t € I, wie in 8.22
definiert. Dann ist die Funktion x : I — R™ definiert durch

z(t) = Q(t) |xo+ /Q_l(s)b(s)ds , Vtel,

die eindeutig bestimmte Losung von (2.2).

Beweis:
Die inverse Matrix Q~!(¢) existiert fiir jedes ¢ € I nach Lemma 9.22 b). Aus der
Stetigkeit von @(-) und der Abschétzung

1Q7I (1) = Q@7 ()l = Q7 (1)(Q(s) = RQINQ ™ (s)]| < max Q7 )| Q(s) — Q)|
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mit einer Matrixnorm || - || in R™*™ folgt die Stetigkeit von Q~!(-) als Abbildung von I

¢

in R™*™. Deshalb ist das Integral [ Q~'(s)b(s)ds als komponentenweises Integral iiber
to

stetige Integranden wohl-definiert.

Es geniigt zu zeigen: z(+) ist differenzierbar und Losung von (2.2).
Die Eindeutigkeit dieser Losung ist klar nach Folgerung 8.19.

¢
Wir definieren a(t) :== zo + [ Q'(s)b(s)ds, Vte I
to

Nach Satz 7.39 gilt & ftQ_l(s)b(s)ds = Q7 (t)b(t).

Folglich ist z(-) differenzierbar und es folgt aus 9.22, daf
2'(t) = Q1) (1) + A()Q(t)a(t) = Q(Q™(1)b(t) + A(t)(t) und
x(to) = Q(to)ro = o, d.h. z(+) ist Losung von (2.2). d

Beispiel 8.10 (skalare lineare DGL 1. Ordnung)
Es seien I = [to, to+T] ein Intervall und a,b: I — R stetig. Wir betrachten die skalare
lineare DGL 1. Ordnung

2 (t) = a(t)x(t) + b(t), Vtel, x(ty) = 0.

t
Lésung der homogenen DGL: Ansatz: o(t) = exp | [a(s)ds | ,Vt € 1.
to

~ ' (t) = a(t) exp ja(s)ds =a(t)p(t), o(to) = 1.

to

Dann folgt aus Satz 8.23, dafs

20 = o) |z + / L p)ds

to
t t s

= exp /a(s)ds x0+/exp —/a(u)du b(s)ds| ,Vt € 1.

to to to

einzige Losung dieser DGL ist.

Als néchstes beschiftigen wir uns mit dem wichtigen Spezialfall von (2.2), dal A(t) =
A e R™™ d.h. einem linearen DGL-System mit konstanten Koeffizienten. In diesem
Fall ist es nun moglich, das Fundamentalsystem der homogenen DGL explizit anzuge-
ben. Der Schliissel dazu ist die Jordansche Normalform der Matrix A (vgl. Satz 4.74).

Satz 8.11

Es seien Aq,...,\, die Figenwerte der Matriz A, und n; sei die Grifle des grifiten
2u N gehorenden Jordan-Kdistchens, i = 1,...,p, wobei A1, M, ..., As, As komplexe und
A2si1, - - -5 Ap Teelle Eigenwerte von A sind.

Die einzige Losung von x'(t) = Ax(t) +b(t), Vt € I =[0,T], x(0) = o, hat die Form
t
z(t) = Q(t)xo + /Q(t —s)b(s)ds, Vtel,
0
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wobei Q(-) die Fundamentalmatriz mit Q(0) = I ist und die Gestalt

Q(t) = Z(Bj@) coswjt 4+ C;(t) sinw;t) exp(u;t) + ’Z D;(t) exp(A;t),

besitzt, wobei \; = pj+iw;, j=1,...,s, und die B;(-), C;(-), D;(-) (reelle) Polynom-
Matrizen vom Grad kleiner als n; sind.

Beweis:

Es sei J die Jordansche Normalform von A und X die zugehorige Transformationsma-
trix, d.h. es gelte J = X 1AX. Wir betrachten zunichst das homogene DGL-System
x'(t) = Ax(t), t € I, fithren die neue Variable y(t) := X ~'2(t), t € I, ein und erhalten

y (1) =X"1a'(t) = X TAz(t) = X TAXX Y (t) = Jy(b), VE e I.

Wir bezeichnen nun wie in Satz 4.74 mit Jy,,(\;) € Clixtii| j =1,...,7, die Jordan-
Késtchen, die zum Eigenwert A\; € C, i = 1,...,p, gehoren. Wir bezeichnen mit y;(-)

i
den zum Eigenwert \; gehorigen Teil von y(-) mit a; = ) ¢;; Komponenten, wobei
j=1
P
a; die algebraische Vielfachheit von A;, ¢ = 1,...,p, ist und natiirlich »_ a; = m gilt.
i=1
Bezeichnen wir mit y;;(-), j = 1,...,v;, die Teile von y;(-), die den Jordan-Késtchen
Ji,;(Ai) zugeordnet sind, so ergibt sich fiir diese das folgende DGL-System

A1 0
’ O O
yz]@) = J&]<)‘z>y1]<t) = yl-j(t), Vtel.
0 A1
0 A
bzw. komponentenweise y;jyk = NVijk + Yijrr1, k=1, 0 — 1, y;j,éij = \illijts;-

Fiir die letzte Gleichung folgt sofort y;; . (t) = exp(Ait) und fiir die anderen Gleichun-
gen analog zu Beispiel 8.24 rekursiv

t

Yijk(t) = exp(Nit)yij.1(0) + /exp(Ai(t — ) ijrr1(8)ds, k=0 —1,...,1,
0

und damit y;; x(t) = pijr(t) exp(Ait), wobei p; k() ein Polynom vom Grad £;; —k ist. Auf
diese Weise lassen sich /;; Elemente eines Fundamentalsystems fiir y = Jy erzeugen.

Insgesamt setzt sich der zum Eigenwert \; gehorige Teil y;(-) von y(-) aus den relevanten
i

Teilen von a; = Y ¢;; Elementen eines Fundamentalsystems zusammen und hat die
j=1

Form

yi(t) = pi(t) exp(Ait),

wobei die p;(t) Vektoren in C* sind, in deren Komponenten sich Polynome vom Grad
kleiner als 7, = max;—; ., {;; befinden. Im Fall, daf \; reell ist, d.h. fiir ¢ = 2s+1,...,p

-----
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ist die Argumentation damit abgeschlossen. Im Fall ¢ € {1,...,2s} verwenden wir die
Darstellungen fiir y;

yi(t) = pi(t)(cosw;t £ isinw;t) exp(p;t),

bestimmen davon Realteil und Imaginérteil und erhalten zwei reelle Polynom-Vektoren
pi(t), pi(t) in R% so daB die zu A\; bzw. \; gehorigen reellen Funktionen

Ui(t) = pi(t) cosw;t exp(p;t)  bzw.  §;(t) = p;(t) sinw;t exp(pu,t)
ebenfalls Teile von Losungen sind. Ebenso verfihrt man mit den Elementen des Funda-
mentalsystems. Abschliessend transformieren wir die Losungen bzw. das Fundamental-
system durch Multiplikation mit der Matrix X zuriick zu Losungen von ' (-) = Az(-).
Wir betrachten nun die Matrix Q(t), in deren Spalten gerade die Elemente des eben
konstruierten (reellen) Fundamentalsystems stehen und die die Eigenschaft Q(0) = I
besitzt. Das homogene DGL-System z'(-) = Axz(-) mit konstanten Koeffizienten besitzt
aber auf ganz R Losungen und die Losung Q(t)xo zum Anfangswert x(0) = xg ist wegen
der Einzigkeit identisch mit derjenigen, bei der man zuerst von zo bis t = s integriert
und anschliessend von ¢ = s bis ¢, d.h. mit Q(t—s)Q(s)xo. Also gilt Q(t) = Q(t—s)Q(s)
und damit Q(t)Q~(s) = Q(t — s) fiir alle ¢, s € R. Die Darstellung der Lisung ent-
nimmt man Satz 8.9. O

Beispiel 8.12 (mechanische Schwingungen)

Wir untersuchen die Bewegung eines Massepunktes M mit Masse m, der an einer
Feder befestigt ist, entlang der x-Achse. Befindet sich der Massepunkt M zur Zeit t in
x(t), so ist seine Beschleunigung ma” (t) gleich der Summe der Riickstellkraft —kx(t),
der Dimpfungskraft —rz' (t) und der duferen Kraft F(t). Es ergibt sich also die skalare
DGL 2. Ordnung

ma (t) +rx (t) + kz(t) = F(t), t € I =[0,T].

Dabei interessiert uns der Fall der periodischen Errequng, d.h. F(t) = Fycoswyt, und
der Fall “kleiner” Reibung, d.h. r® < 4km.

Ziel: Explizite Berechnung von x(-)!
Wie in Bemerkung 8.1 transformieren wir die skalare DGL 2. Ordnung in DGL-System
1. Ordnung. Es entsteht

d [ z 0 1\/( =z 0
i\« )"\ = )y )t e
mml m

= =:b(t)

Zundchst bestimmen wir die Eigenwerte von A:

= A= ( b oy ) s det(M = A) = A(A+ Z) + £
Wir erhalten also dien}colgenden FEigenwerte von A:
2k 1
)\1/2 = _Lj: (L) ——:—L:i:— r2 — 4km
2m 2m m 2m  2m
1
= i Akm 2.
2m,  2m
N—— . ~ 2
= =w
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Aus Satz 8.11 resultiert die folgende Gestalt der dortigen Matrizfunktion Q(t):
Q(t) = (Cy coswt + Cysinwt) exp(pt), t € 1,

mit gewissen Matrizen C1,Cy € R?*2.
Wir berechnen nun die Matrizen Cy, Cy aus den Anfangsbedingungen Q(0) = I und
4Q(0) = AQ(0) = A. Mit Hilfe von

d

EQ(t) = w(—Cysinwt + Cy coswt) exp(at) + a((Cy coswt + Cy sinwt) exp(at)

erhalten wir die Gleichungen Cy = Q(0) = I und aCy + wCy = A.
v Cy =1 und Cy = L(A —al).

Q) = (I coswt + é(A —al)sin wt) exp(at)

( coswt — g sin wt sin wt
= k

+ &) sinwt ) exp(at)

1
w
sin wt coswt — (

R T
mw mw

t t
Lexp(a(t — s))sinw(t — )£ coswys

O/Q(t — 5)b(s)ds = O/ ( exp(a(t — s))(cosw(t — s) — (-2 + &) sinw(t — S))% oS Wy ) ds.

~z(t) = [(cos wt — gsin wt)x(0) + isin wtz (O)} exp(at)

t
EF
+—2 [ sinw(t — s) exp(a(t — s)) coswos ds , ¥t € [0, T].

wm
0

ist Losung der DGL — ma” (t) + ra'(t) + ka(t) = Fycoswot, Vt € [0, T].

Der Finfachheit halber betrachten wir ab jetzt den Spezialfall, daf$ die Ddmpfung ver-
nachldssigbar ist, d.h. r =0~ p=0, w = \/g Dann hat die Losung die Form

t

1 / E
2(t) = coswt 2(0) + = sinwt z'(0) + —= [ sinw(t — s) coswps ds , Yt € [0, T).
w wm
0

Es gilt: sinw(t — s) = sinwt cosws — coswtsinws (nach Additionstheorem,).

t ¢ t
~ fsin w(t — s) coswys ds = sinwtfcos ws coswys ds — cos wtfsin ws coswps ds.
0 0 0

1. Fall: w # wg ~ die beiden obigen Integrale berechnen sich dann zu

2(w — wp) 20w —wo) |,

sin(w —wp)s  sin(w — wo)s} ! b lcos(w —wp)s  cos(w —wp)s]’
2(w — wp) 2(w—wo) |, '
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~ x(+) ist eine Funktion, die polynomial in sin wt, cos wt, sin wyt, cos wot ist.
~ x(+) ist oszillierend, aber mit fester Amplitude.
2. Fall: w = wy.

1 /
~ x(t) = coswotx(0) — o sinwot = (0)
- t t
+-2 sinwot/(coswos)2d5 — coswot/sinwos coswps ds| ,
0

wom
0

und diese beiden Integrale berechnen sich dann zu

11 ! 1 !
[—s— sin QWOS] bzw. [— (sin wos)Q]
2_4(,()0 0 2w0 0
o
2wom

~+ Die Losung x(-) enthdlt den kritischen Term tsinwot, d.h. einen oszillierenden

Term mit wachsender Amplitude!

Bei vorhandener Dampfung v > 0 entsteht der Term 2foomtexp (%t) sinwot. Bei klei-

nem 5— > 0 dberwiegt zundchst das Wachsen von t, und nur asymptotisch konvergiert
die Amplitude gegen 0.

Dies ist der sog. Resonanzeffekt bzw. die sog. Resonanzkatastrophe (d.h. die Frequenz
der dufleren periodischen Errequng ist gleich der Eigenfrequenz w!)

8.3 Existenz und Eindeutigkeit von L6sungen von Anfangs-
wertaufgaben fiir gewohnliche Differentialgleichungen

Problem: (1) 2 (t) = f(x(t),t), Vtel, x(ty) = o,
wobei I C R ein Intervall, to € I, 2o € R™ und f : R™ x [ — R™.

Beispiel 8.13

Wir betrachten die Anfangswertaufgabe —x'(t) = 2%(t), Vt € R, z(1) = —1.

Losung auf 0, +oo[:  x(t) = ¢ . Diese Funktion ist nicht fortsetzbar auf t = 0/

L. a. kann man also nur die lokale Losbarkeit erwarten:

~ prizisierte Problemstellung: Existenz und Einzigkeit von Lésungen von (1) auf “klei-

nen” Intervallen um tg.

Satz 8.14 (Cauchy-Peano)

Es sei I C R ein Intervall, es seien tg € I, xg € R™, r > 0 und f : R™ x I — R™
sei stetig auf B(xo,r) X I. Dann ezistieren ein Intervall Iy C I mit ty € Iy und eine
differenzierbare Funktion x : Iy — R™ mit

2'(t) = f(z(t),t), Vte Iy, x(ty) = xo.
(ohne Beweis)

Frage: Ist unter den Voraussetzungen von Satz 8.14 die Losung von (1) eindeutig ?
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Beispiel 8.15

Wir betrachten die Anfangswertaufgabe  z'(t) = z(t)3,Vt € [0, +00[, z(0) = 0.
(Satz 8.7: f(y,t) = y3,¥(y,t) € R x [0, +00[~ f ist stetig ~ 3 “lokale” Lisung.)
Lésung: (Verifikation durch Nachrechnen)

2
x@;z%ﬂ%%éﬂlﬂﬂ.
Es existieren aber unendlich viele Losungen:

o) = {

Ursache: Wir bendtigen stirkere Stetigkeitseigenschaften von f, um eindeutige Losun-
gen zu erhalten!

(2t)7, Vi€ [c,+oo]

f
> 0).
0, Vtelo, (ve = 0)

Satz 8.16 (Picard-Lindelif)

Es sei I C R ein Intervall, es seien ty € I,xg € R™ v >0, und f : R™ x I — R™ sei
stetig auf B(xo,r) X I. Ferner existiere eine Konstante L > 0 mit || f(y,t) — f(z,t)|| <
LHy - ZH,V(y,t), (Z, t) < B($O>T) xI.

Dann existieren ein Intervall Iy C I mit ty € Iy und eine eindeutig bestimmte differen-
zierbare Funktion x : Iy — R™, so dafs

2 (t) = f(z(t),t), Vte Iy, x(ty) = zo.

(ohne Beweis)
Insbesondere erfiillt die bei linearen DGLn auftretende Funktion

fla,t) = Az +b(t) (z€R™ tel)

mit stetigen A : [ — R™™ und b : [ — R™ die Vorausetzungen von Satz 8.16. Die
Lipschitzstetigkeit von f(-,t) gilt auf jeder Kugel B(zg,r) und jedem kompakten In-
tervall I mit der Konstanten L := maxcy || A(t)]|.

Da wir bisher in den Sétzen 8.14 und 8.16 nur Losungen auf kleinen Intervallen, die
to enthalten, erhalten haben, also “lokale” Losungen, besteht unser néchstes Ziel in
der Moglichkeit der Fortsetzung lokaler Losungen. Unser néchstes Beispiel zeigt aber,
dal nur Kleinigkeiten dariiber entscheiden koénnen, ob eine Fortsetzung zu globalen
Losungen, d.h., auf ganz I definierten Losungen moglich ist.

Beispiel 8.17

a) 7'(t) = —2tzx(t)*,Vt € R, z(0) = 1.
Wir betrachten x.(t) = 1, Vt € R.
~ (R, x,) ist globale Losung dieser Aufgabe (da x!(t) = —2t(1 + t*)72).

b) 2/(t) = 2tx(t)®,Vt € R,z(0) = 1.
Ansatz: z.(t) = (1 — )7L, vt €] — 1,1].
~s (] = 1,1[, z,) ist mazimale Lésung dieser Aufgabe (da x'.(t) = 2t(1 — ¢*)72).
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Satz 8.18

Es sei I C R ein Intervall, ty € I sei linker Randpunkt von I, v € R™, und f :
R™ x I — R™ sei stetig. Dann existieren ein Intervall I C I und eine maximale
Lésung @ : I — R™ won (2.1), die nicht iber I hinaus fortgesetzt werden kann, und
diese ist entweder eine globale Lisung von (2.1), d.h., I = I, oder I hat die Form
[to, t1] mit t, € I, und & ist nicht beschrinkt auf I (d.h. & “explodiert”).

(ohne Beweis)
Frage: Welche Bedingungen an die DGL (d.h. an die Funktion f) verhindern eine
Explosion von maximalen Lésungen?

Lemma 8.19 (Gronwall)
Es seien w, g stetige Funktionen auf [a,b], ¢ > 0 und es gelte die “Integralungleichung”

0<w(t) <gt)+ c/tw(s)ds, t € [a,b].

Dann gilt:  w(t) < m[a>§] lg(t)| exp(c(t — a)), Vt € [a,b].
tela

Beweis: Wir betrachten die Funktion u(t) := maxcp 4 |g(t)| + ¢ f s)ds, Vt € [a, b].
u ist stetig differenzierbar und es gilt w(t) < w(t), v'(t) = cw(t), Vi € [a, b].

Die Funktion v(t) := u(t) exp(—c(t — a)), Vt € [a, b], ist monoton fallend, da

V'(t) = (W (t) — cu(t)) exp(—c(t —a)) <0, Vt € [a,b], gilt.

~v(t) = u(t) exp(—c(t — a)) < v(a) = u(a) = maxey |9(t)|, Vt € [a,b].

~w(t) < u(t) < maxeeap |g(t)] exp(e(t —a)), Vt € |a,b]. O
Satz 8.20

Es sei I :=[to, T] (T'>0), f:R™x I — R™ stetig, und es existiere ein Skalarprodukt
(-,) auf R™ mit zugehoriger Norm || - || und eine beschrinkte Riemann-integrierbare

Funktion ¢ : I — R™ so, dafs
(f(y. ), y) < LA+ [lyl*), V(y,t) eR™ x .

Dann existiert eine globale Lisung von (2.1).
Insbesondere gilt dies, falls f “lineares Wachstum” besitzt, d.h.
|y, O] < @)1+ |lyll), Y(y,t) € R™ x I, mit einer beliebigen Norm in R™, gilt.

Beweis:

Wir wenden Satz 8.18 an und zeigen, dafl jede lokale Losung von (2.1) beschrankt ist.
Satz 8.18 besagt dann die Existenz einer maximalen Losung, die globale Losung sein
muB. Es sei also (I,z) eine lokale Losung von (2.1).

Wir betrachten die Funktion w : I — R, w(t) := ||x(t)||2, Vt € I.

Diese ist differenzierbar und es gilt w'(t) = 2(«'(t), z(t)), Vt € I.

v Ele@))? = 2<f($(t),t),ta:(t)) <261+ ||lx(®)||?, Ve I.
w [l @ = lle(to)l* < 2 [ £(s)(1 + [l=(s)|*)ds, Vi € 1.

to
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t

t ~
= lz(t)] < Hﬂf(to)l\2+2/€(8)d8 +2¢ [ |lz(s)l*ds, vt el
N—— to
=w(t) R to
—i9(1)
wobei ¢ := sup |[£(s)|. Aus Lemma 8.19 folgt dann
sel

w(t) = [z@)]* < sup |g(t)] exp(2e(t — o)), Vt € I

t
d.h. die beliebig gewahlte lokale Losung ist beschrankt! Der Nachsatz folgt im Fall, dafl
die Normen identisch sind, aus der Ungleichung

),y < IOyl < ()@ + lyDlyll < 261+ [lyl*), vy € R™

Sind die Normen verschieden, gehen zusétzlich die Norméquivalenz-Konstanten ein. [J

Beispiel 8.21
Gleichung der Populationsdynamik: o' (t) = ax(t) — bx(t)?, t € [tg, oo|, z(to) = 0.
Die rechte Seite f der Differentialgleichung hat die Form

_Jay=by* ,ye[0,5] (a>b>0)
Fy:t) = { 0 , sonst

~ f iR x I — R st stetig und es gilt wegen (r,7) = r7, Vr,7 € R:

2 3 2 2 a
- Joay =ty <ay*<a(l+y?) , yel0,
f(y,t)y—{ 0 " sonst

8.20 ~ die DGL besitzt auf jedem Intervall der Form [ty, T] eine Ldsung.
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